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随 着 科学 技术 的 高 速 发 展 ， "过 国 分 类? 铭 到 论 和 方法 已 
不 仅仅 为 专业 数学 工作 者 感 兴 赵 ， 而 且 也 吸引 善 众多 技术 科 
学 的 研究 者 和 工程 技术 人 员 。 因 此 ， 从 工科 高 年 级 学 生 、 工 
科研 究 生 以 及 中 级 工程 技术 人 员 所 具备 的 数学 基础 的 实际 出 
发 ， 写 一 本 既 适 合 他 们 阅读 ， 又 能 介绍 “ 泛 函 分 析 ? 的 基本 内 
容 ， 还 要 包含 一 些 应 用 基础 的 教科 书 或 参考 书 ， 就 是 一 项 有 
意义 的 工作 ， 这 也 是 本 书 期 望 达到 的 目的 。 

我 们 假定 读者 通晓 初等 微 积分 和 线性 代数 基本 知识 ， 而 
一 些 必 不 可 少 的 其 它 基 础 ， 则 提要 地 写 在 第 一 章 中 ， 在 使 用 
本 书 时 ， 可 以 或 详 或 略 酌 情 处 理 。 第 二 至 四 章 是 介绍 “ 泛 
BAP FEKS 及 其 线 性 算 子 理论 的 基础 知识 ， 这 是 
学 习 “ 泛 函 分 析 ” 的 各 类 专业 人 员 敬 必须 掌握 的 。 第 五 至 七 章 
分 别 介绍 了 通 近 理论 、 有 界线 性 算 子 谱 理 论 和 非 线性 泛 函 分 
祈 的 初步 知识 ,适合 力学 类 、 宙 械 类 、 计 算 类 ,测量 类 以 及 控制 
类 等 专业 人 员 选 用 。 行 文 力求 明白 易 懂 ,但 又 不 失去 推理 的 严 
密 性 ， 极 少数 需要 用 到 更 深入 知识 的 重要 定理 省 咯 了 证 明 。 
每 一 节 (第 七 章 除 人 党 ) 后 面部 附 有 一 定数 量 的 习题 ， 合 计 工 
科 高 年 级 学 生 和 研究 生 完 成 它们 的 大 多 数 不 会 有 什么 国难 。 

本 教材 虽 经 多 次 教学 实践 ， 也 作 了 一 些 大 的 改动 ， 但 终 
因 成 书 时 间 仓 促 ， 又 限于 编 考 本 人 水 平 。 错 漏 难免 ， 尽 请 专 
家 、 读 者 指正 。 

黄 管 明教 授 、 陶 更 教授 在 百 忙中 仔细 审阅 了 全 书 ， 痪 绍 
信和 副教授 、 章 靶 讲 师 对 本 书写 法 曾 提 出 若干 有 益 的 建议 ， 在 
此 ， 谨 向 他 们 致 以 诚 毕 的 感谢 。 
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第 一 章 “” 预备 知识 


s 合 是 数学 中 最 基础 的 概念 之 一 。 和 粗略 地 说 ， 几 是 具有 

某 种 特殊 性 质 的 、 确 定 的 事物 的 全 体 就 是 一 个 集合 (或 简称 
£), 

集合 用 单个 大 写字 母 4，DB，X，Y，… 表 示 ， 有 时 。 也 
用 大 括号 表示 。 例 如 ，{1，2，3，4} 表 示 以 数 1，2，3，4 为 
TEHE; (FA) eca, t} RPREXERKE Ca, b EE 
体 通 数 的 集合 。 

在 集 论 由 ， 常 使 用 下 述 记 号 ， 

中 ， 空 集 。 

aCA, ERARIO FA). 

b 4 A，b 不 是 集 4 的 元 ( 读 作 b 不 属于 4)。 

4=B， 集 4 与 集 B 相 等 (二 集 由 完全 相同 的 元 组 成 ) 。 

4 款 B， 集 4 与 集 B 不 等 〈 二 集中 至 少 包 含 互 不 相同 的 一 
个 元 ) 。 

4CB，4 是 B 的 子 集 ( 读 作 4 被 B 包 含 ， 或 B 包 含 4) ,4 的 
每 一 个 元 都 是 3 的 元 。 也 可 记 为 B 二 4。 

4 系 B，4 是 8 的 真子 集 ，4 的 所 有 元 都 属于 3B， 但 3 至 少 
有 一 个 元 不 属于 4。 

4UB={xX|.e 人 secay，4 与 了 的 并 集 ( 见 图 1-1) 。 

4nB={(xlsavesl，4 与 8 的 交集 ( 见 图 1-2) 。 

ANB=$， 集 4 与 集 B 是 互相 分 离 的 ( 即 二 集 无 公共 元 )。 


。 ] °> 


A-B=(x|;e an 868), ASBAK, 这 里 B 可 以 是 也 
可 以 不 是 4 的 子 集 ( 见 图 1-3) 。 

A=X-A={x]| cxmrga aox } 称 人 在 X 中 的 补 集 (= 
余 集 )， 如 果 避 免 混淆 ， 可 以 记 为 CxA( 见 图 1-4)。 


图 1-1 两 个 集合 4 与 B 的 并 1-2 两 个 集合 A 与 B 的 交 


=> A 5 A . 
Ò eg 


Z 


A-B 
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图 1-3 集 4 与 集 B 的 差 集 


图 1-4 集 X 的 子 集 4 在 X 中 的 余 集 


从 上 面 的 定义 ， 可 以 直接 推 得 下 述 关系 ， 

1 AUA=A, AñA=A, 

2 AUB=BUA, ANB=BNA, 

3° AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC, 

4 4n(Bnc)=(Ana)nc=4naBnc。 

5° 4U(Bnc) =(4UB)n(4UC)( 见 图 1-5)。 


AU(BNC) (AUBN(AUO 
图 1-5 ”5? 式 示意 图 
6 AN(BUC)= (ANB)U(ANC) ( 见 图 1-6)。 
se 3 ë 


4n(BUC) (ANB)U(ANG 


图 1-6 6° 式 示意 图 


7° ANBCA, AnBcB, 

8&8 AUBDA, AUBDB, 

此 外 还 可 以 推 得 一 些 显 然 的 事实 ， 
ACB<->AUB=B<->ANMB=A, 
ACCHBCC<>AUBCC, 
CCAHCCB<>CCANB, 

(A°)°=A, X° =ó, $=X 

命题 (De Morgan 法 则 ) :对 于 集 XX 中 的 子 集 4,(n = 1, 
…) 有 


(CI)CUA)*= n AS, DCA, A= Ú Ac, 


I: (DECU A), Mlx€A,G@=1, 2,--.), 于 是 


XEA:(n=1，2,，…), 因 此 


x € NAS 推 得 ( Ú A.) CC ñ A: 
n=] n=1 n=1 
反之 , 设 xE NA MEA (n=1，2…)， 所 以 ， 
n=1 


° 4 ° 


xA, (n=1, 2), xé Ú À,, 于 是 xE( U A,) ， 推 得 
ñ: = (JA), s2 
(0A) = nA: 
(T) 对 ( 工 ) 取 补 集 ， 得 到 
(BAJT (ed) Fed), as 
4:， 有 
tahia] (AAN 


命题 2 对 于 集 E 与 任意 一 列 集 4, (n= 1, 2, …) 分 配 律 
成 立 ， 亦 即 


EN( Ü A,)= Ü ENA) 
读者 自 证 。 


Cartan 积 二 非 空 集 XX 和 Y 的 Cartan 积 XxY 是 所 有 序 对 
(x, 》) 作 成 的 集 ， 其 中 xEXX， yEY (图 1-7)。 


y ° @ y) 
z 
x x 


图 1~7 积 集 XxY 构 成 示意 图 


讼 4 是 一 集 含 ， 如 果 构 成 集 4 的 元 的 个 数 为 有 限 (重复 的 
eğ ° 


元 只 算 一 个 )， 则 称 4 为 有 限 集 ， 否 则 称 4 为 无 限 集 。 

我 们 规定 空 集 $ 也 是 有 限 集 。 

称 集 4 为 可 数 ( 或 可 列 ) 集 ， 如 果 和 4 是 有 限 集 ， 或 者 可 以 
作出 正 整数 与 4 的 元 的 一 个 对 应 ; A 的 每 一 个 元 对 应 着 唯一 
的 一 个 正 整 数 ， 反 之 ， 每 一 个 正 整 数 对 应 着 4 唯一 一 个 元 。 

不 可 数 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 。 

例如 ， 正 整数 集 N， 全 体 正 偶数 的 集 , 全 体 有 理 数 的 集 ， 
具有 有 理 实 部 旦 有 有 理 虚 部 的 复数 集 ， 上 共有 有 理 系 数 、 次 数 
低 于 ?的 多 项 式 的 全 体 作 成 的 集 等 都 是 可 数 集 。 而 实 数 集 R， 
闭 区 间 fa， 妇 中 的 全 体 实数 集 ， 定 义 在 区 间 [a，b) 上 全 体 连 
续 实 函数 作成 的 集 等 都 是 不 可 数 集 。 

我 们 有 下 述 结论 : 

r 任意 无 限 集 都 包含 一 个 可 数 集 。 因 此 ， 可 数 集 是 无 
限 集 中 “最 小 ”的 集 。 

2° 可 数 集 的 任何 无 限 子 集 仍 是 可 数 的 。 因 此 ， 可 数 集 
的 任意 子 集 都 是 可 数 集 。 

3" 二 可 数 集 的 并 集 、 交 集 、 差 集 都 是 可 数 集 。 容 易 证 
明 ， 可 数 多 个 可 数 集 之 并 集 仍 是 可 数 集 。 


二 、 映 射 


设 X 和 Y 是 两 个 集合 ，4CCX 是 任意 子 集 ，T 是 和 4，Y 元 束 
间 的 一 个 对 应 法 则 ， 如 果 对 于 任 一 xE4， 依 照 法 则 T，Y 中 
有 唯一 确定 的 元 yEY 与 之 对 应 ， 则 称 T 为 “X 到 Y 中 ”的 上 映 射 ， 
记 为 

T. X—>Y, Wx-— Tx, 
集合 ACX 称 为 映射 T 的 定义 域 ， 记 为 多 (T)。T 的 象 作成 的 


+ $ ° 


集合 t7EYl -raspa)} 称 为 映射 IT 的 值 域 ， 记 为 用 人 T) (ES 
1-8), 

任意 子 集 BC 多 (T) 的 象 集 T(B) 是 所 有 象 Tx 作成 的 集 
合 , 其 中 xED。 显然 ， T(@(T)) = PT). 


图 1-8 了 映射 7 示意 图 


一 点 yoEY 的 逆 象 是 使 得 Tx = y, 的 所 有 XE 多 (T) 的 集合 
子 集 QGcCY 的 道 象 集 是 使 得 TxXEQ 的 一 切 xE 多 (T) 的 集合 。 
EÈ: AV EY 的 遂 象 可 以 是 空 集 、 一 点 、 或 者 多 (T) 的 子 
集 ， 这 取决 于 yo 或 T。) f 

HR, WEPT) =Y, WET H SE @ (T) X gy YE” 
Bk, EHE- 


RW- WSTREE 


. 7. 


> 多 (7T) 总 是 满 射 。 

我 们 称 映射 T 为 单 射 或 一 一 映射 ， 如 果 对 于 任意 X1, Xx, E 
B(T), Xx SLk, HAT STX JR, DT PRAE 
元 有 不 司 的 象 , 于 是 多 (TT) 中 任意 点 的 逆 象 是 单 点 (图 1-10)。 


图 1-10 T, Den 一 RD 单身 的 说 


HTERY, 如 果 T 既 是 单 射 又 是 满 射 。 BÈT, BT) 
一 >Y 是 双 射 ， 则 可 以 定义 一 个 从 Y 到 多 人 T) 的 映射 ， 称 为 映 : 
射 T 的 道 映射 ， 记 为 了 !， 于 是 TY- 一 > 乡 (T) (图 1-11)。: 
给 定 元 ,万 YY， 通过 T”!, 必 有 唯一 的 元 x 多 (本 ) 与 这 对 应 。 


DEEN 


Aier RAET 


就 一 个 单 射 T7， 多 (T) 一 >Y 来 说 ， 它 不 一 定 是 满 射 ， 但 
它 必 是 从 定义 域 ZT 到 R 48302 (T)n 39851, 因而 是 双 
3. E 前 讨论 ， 其 kA T ATAT #E, J 
RESEV € #(T), VAX EDT), HTX, =Y RX = TY 
TR, RAW HRAT, SR, RUIZA 
用 它 ( 图 1-127。 
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图 1-12 AHT: ROT)—D(T) 


两 个 映射 T, 和 T, 称 为 是 相等 的 ， 如 果 多 (T)) = 多 (7,)， 
并 且 对 于 一 切 xXE 多 (Ti) = 多 (TT,)， 都 有 TX = T,Xx。 

把 映射 7， 多 (T)>Y 限 制 在 子 集 BC 2(T) 上， 限制 Ts 
是 B->Y 的 映射 ， 它 是 限制 x 在 集 8 中 而 得 到 的 映射 。 所 以 ,对 
于 所 有 的 xEB， 有 Tax=7YX( 图 1-13) 。 


图 -13 . 映射 的 限制 T lp 


ENTAI MZED JT) 的 延 拓 是 映射 T， 使 得 
. 9 o 


Tlo) = 宁 ， 即 对 手 所 有 的 xE 2 (T), #rTx= fa, 
THEE RHEE WRIT E 2(T ) 的 真子 集 ， 


于 是 B(T)- 2(T)== ó 。 


下 面 讨论 两 个 映射 的 人 复合。 如 果 有 两 个 映射 TX 一 Y， 
U, YZ, 则 

x— U(Tx) 
称 为 “从 XX 到 Z 里 ”的 映射 ， 记 为 0。T 或 简 记 为 UT。 因 此 ， 我 
们 有 f 


UT, X>Z 
x> U(Tx) (XEX) 


这 时 ， 也 称 元 UTx 为 映射 和 T 的 复合 式 积 (图 1-14)。 


图 1-14 ”映射 T 与 映射 0 的 复合 UT 


注意 ， 这 里 两 个 映射 的 次 序 不 可 颠倒 。 否 则 ，TU 有 时 甚至 


毫 无 意义 。 

一 般 地 ， 如 果 T: X>YHU,;, Y—>X, MUT, X>X, 
时 TU。Y->Y 亦 有 意义 。 但 如 果 XXY， 则 它们 并 不 相同 ,其 
=, 如 果 X*=Y， 这 两 个 映射 UT 和 TU 也 不 一 定 相 同 。 


e10 mm 


HI 
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一 个 实数 或 复数 序列 {Xx,}， 总 可 以 将 一 个 正 整数 mw 和 一 
个 实数 或 一 个 复数 x, 联 系 起 来 而 得 出 。 这 个 过 程 ， 可 以 看 作 
ERREN = {1，2…} 到 实数 域 R 或 复数 域 C 里 的 映射 ,X, 是 nn 
的 象 ， 集 N 叫 作 该 序列 的 指标 集 。 

这 个 “指标 化 ”的 过 程 可 以 推广 。 可 以 取 任 意 一 个 非 空 集 
有 限 、 可 数 或 不 可 数 ) 来 取代 前 面 的 集 N， 并 H. 作 / 与 男 一 
` 个 任意 非 空 集 XX 的 映射 ， 这 就 得 2] Y X É y 0) 38 SE, iy 
(Xo)ae1， 或 简 记 为 (xs)， 这 里 Xx。€ XX 是 a EI 的 象 。 当 然 , 可 能 
有 在 1 中 4 志 B， 但 x。= xa, 我们 称 集 ! 为 该 集 入 (Xo) 的 指标 集 。 
集 租 的 一 个 子 簇 可 以 这 祥 得 到 :只 要 限制 指标 映射 到 指标 集 
[的 非 空 子 集 上 。 

如 果 X 的 元 是 一 个 已 知 集 的 子 集 ， 则 可 得 到 一 个 子 集 敌 
(B。)ae1， 其 中 Bs 是 4 的 象 。 

集 簇 (Bo) 的 并 集 UUB 是 其 元 属于 至 少 一 个 B。 的 集合 ; 而 


交 册 Bo 是 其 元 属于 每 一 个 Bu， EI 的 集合 。 如 果 1=N， 则 化 
为 我 们 熟知 的 情形 : 

U Bs 和 NB, 
若 I = (1, 2}, 则 分 别 为 B, U B,, B, N Bz, 


注意 区 分 由 集 X 的 子 集 而 产生 的 集 答 ，X 的 元 是 RR 
元 ， 同 时 也 是 指标 集 在 指标 映射 下 的 象 。 
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四 、 等 价 关系 


设 X 和 Y 是 两 个 非 空 集合 ,任意 Cartan 积 X xY FÆR 
为 一 个 (二 元 ) 关 系 , 如 果 (xyy) ER， 也 写成 R(x,?7) 。 


X Er 2:82 RCX x X84458 3 8, WEBER: xP 
于 所 有 的 X,YEX， 有 


R(x, x); RE) 
Ra, VAER, x); 《对称 性 》 
R(x, VARO, DAERA, Z), (ERE) 


当下 是 X 上 的 一 个 等 价 关系 时 ， 则 中 (x，y) 通 常 记 H~ 
作 x 等 价 于 y) 。 这 时 ， 上 述 三 条 件 化 为 

XX, 

x—y => y—x; 

x—yfily—z => x—z, 


例如，RCN xN,Rí((a, b)|,- BE 3k m (ZZO 整除 } 是 


N 上 的 一 个 等 价 关 系 。 显 然 (a，a) ER 及 ,因为 0-a= 0, (a-a) 
Am=0， 因 此 自 反 性 满足 。 这 个 关系 是 对 称 的 ， 如 果 (a,b) 


ER, H (a-b)/m=r, H] @-a)/m= 一 +, 即 b -ak ik mik, 
(b,ay ERR。 这 个 关系 是 传递 的 ， 如 果 (a, b)ER, (b, e)€ 
R, H &(a-b)/m=r, (b-c)/m=q, H| (a—c)/m = (a-b 


+b-c)/m=r+q， 于 是 ae- c 可 被 mn 整除。(a，c €e R. 
任意 元 xvEX 的 等 价 类 是 等 介 于 xo 的 所 有 元 ?EX 作成 的 
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合 ， 而 任意 的 ?叫做 该 等 价 类 的 代表 。 与 尺 有 关 的 等 价 类 构 
成 X 的 一 个 分 划 。 
由 定义 ,一 个 非 空 集 X 的 一 个 分 划 是 X 的 一 非 空子 集 答 ， 
其 元 两 两 互 不 相同 ， 但 其 并 集 为 X。 


五 、 紧 性 


集 X 的 子 集 4 的 一 个 覆盖 是 X 的 一 个 子 集 簇 ， 记 为 
《Bs。)。c1(I 是 指标 集 )， 使 得 

AC U B, 

特别 ， 如 果 (B。) 是 集 X 的 一 个 覆盖 ， 则 

U B.=X 
一 个 覆盖 称 为 是 有 限 的 ， 如 果 它 仅 由 有 限 多 个 集 B, 组 成 。 如 
RX =(X，J) 是 一 个 拓扑 空间 (例如 ， 一 个 度量 空间 )， 若 所 
有 的 Be 都 是 开 集 ， 也 说 该 覆盖 是 开 覆 瘟 。 

一 个 拓扑 空间 X = (X, DRAHE 

(I) 紧 的 。 如 果 它 的 每 一 个 开 覆 盖 都 包含 着 X 的 一 有 限 
覆盖 。 亦 即 ， 一 个 有 限 子 集 簇 是 X 的 屠 盖 。 

(N) 可 列 ( 可 数 ) 紧 的 。 如 果 X 的 任何 可 数 开 履 盖 包含 
X 的 一 个 有 限 履 盖 。 

CH) 序列 紧 的 (或 称 到 里 的 ) WRAAE 每 一 个 序列 都 
包含 一 收敛 子 序列 。 


六 、 上 确 界 和 下 确 界 


-实数 家 线 R 的 于 集 4 是 上 有 界 的 ， 如 果 和 4 有 凸 界 。 亦 即 ， 
° 19 ° 


存在 着 数 aER， 使 得 对 于 所 有 的 XEA， 都 有 x<a。 如 果 
A=, 则 集 4 的 最 小 上 界 称 为 4 的 上 确 界 ， 记 为 ，sup4。 这 
就 是 说 ， 对 于 4 的 每 一 个 上 界 c0， 都 有 sup4A< 和 ao。 但 是 ， 
任 给 8 六 0， 必 存在 着 xoE 4， 使 得 %>sSup4- ss。 显然, 如 果 
$= BCA, J| 有 supB<csupA , 

同 理 ， 称 集 4CR 是 下 有 界 的 ， 如 果 4 有 下 界 。 亦 即 , 存 
在 着 数 bER， 使 得 对 于 所 有 的 xEA， 都 有 x 宇 bp， 因 此 ， 若 
A$, MEA 的 最 大 下 界 称 为 4 的 下 确 界 ， 记 为 ， inf4 这 
就 是 说 ， 对 于 4 的 每 一 个 下 界 b， 都 有 intftA>b, A i, 
给 e>>0， 必 存在 着 xoEA， 使 得 x<int4+s。 显 然 ， 如 果 
$= Bc A,W[|#infB>infA, 

我 们 称 集 4 是 有 界 的 ， 如 果 A 上 有 界 且 下 有 界 。 因 此 ， 
车 A 志 $， 则 

infA<<supA . 

注意 ， 集 4 的 上 确 界 或 下 确 界 不 一 定 属 于 集 4。 

如 果 映 射 T: 多 (T) 一 >R， 其 值 域 多 (T) (假定 非 空 ) 上 有 
界 ， 则 它 的 上 确 界 表 成 ， sup Tx, 

如 果 多 (TT) 下 有 界 ， 则 它 的 下 确 界 表 成: Ant Tx, 


同样 的 记号 也 使 用 于 与 多 (T) 的 子 集 有 关 概 念 里 。 


+., Cauchy 收敛 准则 


数 a( 实 的 或 复 的 ) 称 为 是 数列 {x,} 的 极限 点 ， 如 果 对 于 
TEREDO, 有 无 穷 多 的 zy 使 得 1x 一 1<e。 

Bolzano-Weierstass 定 理 指出 :任何 有 界 无 穷 数 列 {x,} 至 
少 有 一 个 极限 点 。 由 定义 ， 这 个 数列 有 无 穷 多 项 是 本 质 的 ， 


r 


序列 《 实 的 或 复 的 ){x.} 称 为 是 收 敏 的 ， 如 果 存 在 数 x, 使 
得 对 于 人 在 给 的 2 之 0， 存 在 N(e)， 对 于 所 有 大 于 N(e) 的 无 
穷 多 个 n， 有 |]|x, 一 X|< 达 Ee。 此 时 ，x 岂 做 序列 {x,} 的 极限 。 

收 伊 序 列 的 极限 是 唯一 的 ,显然 , 这 个 极限 就 是 极限 点 。 
从 微 积 分 知 ， 收 敛 数列 必 是 有 界 的 。 

下 面 要 氢 述 并 证 明 Cauchy 定 理 , 其 重要 性 在 于 这 样 一 个 
事实 ， 从 给 定数 列 {x,} 本 身 即 可 判定 其 收敛 性 而 无 需 知道 它 
的 极限 。 

Cauchy ER., 实 的 或 复 的 序 列 {x。} 收敛 的 充 要 条 
件 是 对 于 任 给 e 之 0， 存 在 着 N(e) 之 0， 使 得 对 于 一 切 的 
1，1 Ne)， 都 有 

|x, —x, | <ë (1) 

证 必要 性 。 如 果 {x*}j 收 敛 且 是 它 的 极限 ， 则 对 于 任 
HeD, FENE), EHNEN, A 

|x, -a| <e/2 
TE, HTM, nN), #4 

|x, -x,|< |x,-a|] + ja- x, | <e/2+e/2=e 

充分 性 .假设 (1) 式 成 立 , 给 定 e 之 0， 我 们 选择 一 个 mn， 
n=no>N(e), 易 知 , 当 m>N(e) 时 ， 一 切 xn 都 落 在 半径 为 6 且 
与 x,. #' 2: ú BQ # D tH, 因此 必 存 在 着 一 个 包含 D 
的 贺 盘 ,使 得 只 有 有 限 多 个 x.# D， 于 是 序列 {x.} 是 
有 界 的 。 由 Bolzano-Weierstrass 定 理 ， 该 序列 必 有 极限 点 
a， 又 因为 (1) 式 成 立 ， 对 每 一 个 给 定 的 se 之 0， 都 存在 Ne， 
使 得 m，n>N* 时 ， 总 有 |Xxn 一 Xs,| <e/2， 选 定 nx>N*， 总 有 

[xa a| l&n- X] + lx, a| <E/2 +8/2=2 


RNR { AT. 
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八 、 群 


EG = (G,，) 是 元 x*，y，… 的 集 G 和 一 个 映射 


G x G——>G 
(x, y) ——xy (2) 


满足 下 述 公 理 ， 
(G1) 结合 律 。， 对 于 所 有 的 x，>，zEG， 有 
(xy)z=x(yz) 
(G2) 有 单位 元 e: 对 于 一 切 XEC， 均 有 
X€ = eX = X 
4G3) 有 x 的 首 元 xz 1， 对 于 每 一 个 元 xEG，G 中 存在 着 
一 个 元 ， 记 为 XxX"!， 称 为 x 的 道 元 ， 使 得 
Xix=XXx-!=e€ 
这 里 ， 对 于 每 一 个 元 XEG，e 是 唯一 的 , 逆 元 Xx"! 也 是 唯一 的 。 
我 们 称 群 G 为 交换 群 或 Abel 群 ， 如 果 还 满足 公理 
(G4) 对 于 所 有 的 x，?EG， 有 xy?= 3x。 


ho HTA ZAR 


ENXERKECa, DJLW, DEKAR 
FAES, O RERKËC, b) E, 它 的 全 变 差 Var(w) 有 界 ， 


其 中 
ma 
Var(w) =sup)'|w(t,) ~ w(t-) | 
t=} 
上 确 界 是 对 所 有 的 分 划 P,， 


q= tt <t, =b 
° 16 ° 


也 的 ， 这 里 n 是 任意 正 整数 。 

区 间 Ca,b] 上 全 体 有 界 变 差 澳 数 作成 的 集合 记 为 VCa,b。 

ATAARE TRE: 

1°  KACa, D F4FE l a 3⁄2, 3 8 SC 4625583, H. 
Var(w) = |w(b) — w(a)! , 

2° 区 闻 [a， 中 上 任何 有 界 变 差 函数 必 为 有 者 函数 。 

3° #w(t)CVC(a, b), BVar(w)=0, Mw ER 3 

4° 车 W1(t)，w(t)EVCa，bJ，&Q，B 是 常数 ， 则 
Qwi(t) + Bw,(tyC V(a, bJ 


Var(w, + w,) < Var(w,) + Var(w,) 
Var(aw,) = la|Var(w,) 
5° #(W,(t))AECa, b) EB 48 52825 Bq3kPF2), 如 果 它 
们 的 全 变 差 序列 {Var(w,)} 有 界 ， 且 Was(t 一 >W(t， 则 W(t 
亦 是 Kae，b] LEREZ. 
下 面 介 绍 重要 的 Jordan 分 解 定理 : 
假设 w( 纪 是 区 间 [Ca， 妇 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 则 WwW 区 必 能 
表示 成 [0。5b) 上 两 个 单调 上 升 活 数 之 差 。 


十 、Riemann-Stieltjes 积 分 


假设 x(f) 是 区 间 [a，b3) 上 的 连续 函数 ，w(t) EVLa,5b]， 
P Æla, b) E 任 一 分 划 ， 
a=t <t, <: <t,- <t, =b 
APOR 示 小 区 间 [t -oot] (i=1，2，…sn) 的 最 大 长 度 ， 
亦 即 
nP.) = max, ~tas “t,t, 1) 
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对 于 区 间 [o， 妆 的 任意 分 法 P,， 作 和 


S(P,) = 2G, )(W(z,) — Ww(t,-,)3 
如 果 存 在 常数 !， 满 足下 述 条 件 ， 对 任 给 的 e 之 0， 存 在 着 0 
0， 使 当 ?TP,)<6 时 ， 列 含 着 

JI- S(P,)| <e 


MALA pe [8]Ca, bJ Lx% T wj Riemann-Stieltjes 积 
分 ， 记 为 
b 
I = | x(t)dw(t) 
显然 ， 有 


lim XCW) -w(t,-)3= 全 xz(Daw(b 


极限 是 对 [ao，b 上 合 于 条 件 ， 当 n— oit, nP.) 069 
一 切 分 法 序列 {P} 取 的 -。 

显然 ， 取 W(t) =t， 积 分 化 为 Ca， DJ 上 的 配 数 x(1) 的 Ri- 
emann 积 分 。 


如 果 在 Ca，52] 上 ，w(t) 可 导 ， 则 有 
| zcpawcp = Fow (tdt 
此 积分 线性 依赖 于 x。 亦 即 对 于 任意 标量 a, B, HEX (t), 
xz(t) 都 是 [a，b) 上 的 连续 函数 ， 则 
f [axi (t) + Bx,(t)Jdw(t) saf’ xDaw(p + 
a| “>(Daw(b 
另 一 方面 ， 积分 亦 线 性 依赖 T w C Vr(a, b), WET 
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任意 的 w，wzEVrCa，b 和 任意 标量 wx，8， 则 
b b 
| x(t)d[aw, G +Bw,(t) )= af x(t)dw, (t) + 
, | 
8| xC) daw) 


另外 还 有 


| xcopawce < max |x(t)| Var(w) 
a as<t<b 


° 19 ° 


第 二 章 ”度量 空间 


度量 空间 在 泛 函 分 析 中 是 最 为 基础 的 ， 这 是 因为 它们 
对 于 泛 函 分 析 而 言 ， 与 微 积分 中 实数 直线 R 起 着 同等 重要 的 
作用 。 实 际 上 ， 作 为 R 的 推广 ， 他 们 为 分 析 中 各 分 支 的 重要 
问题 的 描述 提供 了 基础 。 


81 度量 空间 


1.1 定义 度量 空间 是 一 个 序 对 (X，9d)， 其 中 和 是 一 
个 集合 ， 而 4 是 X 上 的 一 个 度量 (或 称 为 X 上 的 度量 函数 )。 亦 
即 ， 定 义 在 和 XX*) 上 的 二 元 函数 ， 对 于 一 切 x，y，zEX， 

(M1) d 是 实 值 、 有 限 日 非 负 的 ， 

(M2) d(x, y)=0 当日 仅 当 X=》; 

(M3) d(x, y)=d(y, x); 

(M4) d(x, y)<d(x, z) +dG%, y), 

以 后 ， 常 称 X 是 (X，9) 的 基 集 ， 它 的 元 称 为 点 ， 对 于 固 
定 的 x，y， 我 们 称 非 负 实数 4(x，?) 为 从 x 到 ?的 距离。 性 质 
CM1) 到 (M4) 称 为 度量 公理 ，(M4) 命 名 为 “三 角 不 等 式 ”， 
完全 是 从 初等 几何 学 导入 的 。 


(#) 记号 X 表 示 集 合 的 Cattan 积 : Ex FEB Br 8 Et Ca, bB 
集合 ， 共 中 aEE， 而 bEF。 因此 ,XXX 是 X 的 所 有 元 构成 的 序 对 之 集 


o> 
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借助 于 (M4) 还 可 导出 一 个 广义 三 角 不 等 式 ， 对 于 x,E 
(X, d)(i= 1, 2, 3n), # 
d(x,, x,)<d(x,, X) +d(x,, Xa + +d(x,_,, Xa) 
(1) 
REF KEE, PHX, dy px, 
取 一 个 子 集 YCX， 且 限制 4 到 YxY 上 ， 即 Y 上 的 度量 


为 
d=dlyxy 
于 是 得 到 度量 空间 (X,d) 的 一 个 子 空间 ( Y，6)， 其 中 d 称 为 
Y 上 由 4 所 诱导 的 度量 。 
下 面 举 几 个 例子 。 
1.2 实 直线 R 和 Euciid 平 面 R* 在 R 中 ， 通 常 定 义 其 度 
量 为 
d(x，?) = |x 一 3 (2) 


在 Euclid 平 面 R: 中 ， 其 元 是 有 序 实数 对 x = (&,，&)，Euclid 
度量 定义 成 


d(x,y) = (本 一 看) 十 (有 — 1)? (3) 
其 中 y = (加 ， 和 hb)， 则 R? 是 度量 空间 。 
如 果 对 RR? 定 义 另 一 个 度量 
d(x, y) =| — m | + |, -ml (4) 
则 (R?，d) 构 成 另 一 个 度量 室 间 。 
这 说 明了 一 个 极 重 要 的 事实 ， 从 一 个 给 定 的 〈 共 有 不 正 
一 个 元 的 ) 基 集 出 发 ， 可 以 选择 不 同 的 度量 作成 不 同 的 度量 
空间 。 
1.3 ”Euciid 空 间 R*， 丁 空间 C"* R" 由 ”个 有 FRK 
全 体 所 组 成 ， 其 元 为 X= (8, Š,, En) VEM Mst) 
. 21 ° 


等 等 。Euclid 度 量 通 常 定义 成 


d(x,y) = (Š, — ñ) + (Š, — 0)? +t + (Ë, — n,)2 
(5) 
显然 ， 例 1.2 中 的 R 和 R? 都 是 n 维 Euclid 空 间 R* 的 特例 。 
n 维 西 空间 C" 是 由 n 个 有 序 的 复数 的 全 体 组 成 的 空间 ， 
其 度量 为 


d(x,y) = v |Š, — h | * + 18 — n |? +. +E, 
(6) 


un = 1 时 即 得 复 平 面 ， 其 度量 通常 定义 成 
d(x,y)= |x—y| (7) 

1.4 序列 空间 六 本 例 和 下 倒 将 首次 给 出 极为 一 般 的 
度量 空间 。 取 一 切 有 界 复数 序列 作成 的 集 为 基 $ X, JFEHX 
的 每 一 个 元 是 一 个 复 序列 ; X= (Š, 5,，…), 简 记 为 X = (5,)， 
使 得 对 于 一 切 i = 1，2,… ,都 有 |5,| 志 M;, 其 中 M, 是 一 个 依赖 
于 x 但 不 依赖 于 i 的 实数 。 对 于 y = (7,) EX， 我 们 定义 度量 为 

d(x, y) = sup|&,— 1,| (8) 
这 里 N = {1，2,…}。 这 样 得 到 的 度量 空间 表示 成 说 ， 称 1”" 为 
序列 空间 是 因为 X 的 每 一 个 元 (或 每 一 个 点 ) 是 一 个 序列 。 

1.5 MAREC, O 我 们 取 仅 一 个 $h 立 变数 t 的 ， 
并 在 给 定 闭 区 间 C[a，b] 上 有 定义 且 连 续 的 实 值 消 数 x*，y，… 
全 体 作成 的 集合 为 基 集 X， 同时 定义 其 度量 为 

d(x,y) = max |x(#) —y (#)| (9) 
所 得 到 的 度量 空间 记 为 C[a,b]。 称 它 为 函数 空间 是 因为 CCa， 
切中 的 每 个 元 都 是 一 个 函数 。 

1.6 .离散 度量 空间 ” 任 取 一 个 非 空 集合 X，X 上 的 所 谓 
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离散 度量 定义 成 

d(x, x)=0; d(x, y)=1, (Xx 志 》) 
则 (X，d) 称 为 离散 度量 空间 。 在 应 用 中 它 很 少 出 现 ， 但 是 ， 
我 们 将 借助 它 来 说 明 某 些 概念 。 


习 E 


1。 证 明 d(x,，y)= VY |x 一 y| 是 实数 集 上 的 一 个 度量 。 
2。 假设 4 是 X 上 的 一 个 度量 ， 决 定常 数 k&， 使 得 (i) kd，(ii)d +R 


也 是 X 上 的 度量 ， 
大 证 于 d(X, y= max |ë,—mnk | 是 R" 中 的 一 个 度 景 ,其 中 


1<、 REN 
X= (Ëi, Š,, +£, Y= Ts, M). 
4。 如 果 A 是 1!~ 的 一 个 子 空间 , 它 由 数 9 和 1 的 序列 的 全 体 构成 ， 则 
A 上 的 诱导 度量 是 什么 ? ， 
5. 证 明 , 在 1.5 定 义 的 基 集 X 上 ,dCx, y= f ao -yol 
dt 是 其 上 的 另 一 个 度量 。 因 而 (X, 路 是 另 一 个 度量 空间 。 
6. 利用 三 角 不 等 式 (M4) 证 明 
ld(x, y) —d(y, z)| <d(x, y) 


$2 ”和 的 H6lder 不 等 式 与 Minkowski 
不 等 式 


本 节 首 完 研究 无 论 在 理论 上 ， 还 是 在 应 用 中 都 十 分 重要 
的 H8lder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 。 然 后 ， 再 进一步 列举 
出 几 个 重要 的 度量 空间 。 

2.1 引 理 《W.H。Young 不 等 式 ) 对 于 任意 两 个 正 数 
妨 ，B，p，4 为 一 对 共 轿 指数 〈 即 p>1，1/P+1/4=1)， 则 
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A1/pB174 < +: 


A B 
P qg 


图 -1 FER (1) 图 示 


证 假设 y=q(x) (x>0) 是 严格 单调 递增 的 连续 函数 ， 


P (0) = 0; X=q(y) 是 中 的 反 函 数 O> 如 图 2-1， 显 然 
有 不 等 式 


a b. 
Lo (x) dx+ | go) dy 之 0D (2) 
对 一 切 4 宇 0，b 之 0 成 立 ， 当 5 = 9(a) 时 ， 不 等 式 化 为 等 式 。 


特别 ， 取 P(X) =x°-1,g(y) =ye1，a= Ap，D>=B 即 得 到 
G) 式 。 

注意 ， 当 4 = 0 或 B= 0; 或 4=B= 0 时 ， 不 等 式 (1) 仍 成 
立 。 
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如 果实 数 p 之 1， 使 得 级 RRD EJP = | r+ Balet r 
AFF = (85;) 全 体 作 成 的 集合 记 为 1， 则 有 
lel <+to (p 之 1 固定 ) (3) 


如 果 每 一 个 元 x= (5,) EV1?， 其 分 量 8， (i=1,2,…) 是 
复数 ， 就 称 其 为 复 空 间 产 ， 如 果 分 量 司 是 实数 。 则 称 其 为 实 
ZEP, 

2.2 3; (H5lder 不 等 式 ) tp, q —X t Hj 
I<p<+co, 1/p+1/q=1, MH TEB) x= (Š) P, y= 
n) et， 有 


z ° HP 1 2 1/9 
D l< (Diar) (Zime) (4) 
证 假设 (8;) 和 (7) 满足 条 件 
X lê: = 1 和 于 i=1 (5) 
由 引 理 2.1 和 (D) R, RAs Èl, B=] WA 
al< T Ë pe +m: c6) 
将 (6) 式 两 端 对 ; 求 和 ， 使 用 O 式 ， 得 到 
E a, < JE Ér FE ik 
《7 ) 
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现在 对 于 x = (5;)elY，y= Gq)els, fE 


Ë = -一 - — n = — — "i NA (8) 
(Ser) (Eimi) 


显然 满足 条 件 〈5)， 又 使 用 〈7) 式 便 得 到 (4)。 

此 不 等 式 于 1889 年 首先 为 Holder 证 明 。 

注意 ， 在 不 等 式 (4) 中 ， 取 p= 2， 则 4=2， (4) 式 化 
为 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 


Pea < V > ¿r > |, |° C9) 
2.3 引 理 (Minkowski 不 等 式 ) 假设 1 委 p<+co， 且 
1/P+1/4=1， 对 于 任意 的 x= (5;)el?、7 = mos, MA 
, > lp Ga 1/p æ 1/p 
& tnj’) < & l + LI (10) 
(Z Bsat) < + 


证 p= 1 时， 结论 显然 成 立 。 不 妨 设 p>1。 因 为 
Etn = É +m | E+ née m D° 
É, +n, P7: 

将 上 式 对 下 标 ; 从 1 到 某 自然 数 ? 求 和 ， 得 到 


Et 
1=1 i=l 1=1 


Ne! (11) 
HFo-Da=p, W OD 式 右 端 使 用 H6lder 不 等 式 ， 推 得 


" oon ijp, > ala 
+ >; jé + n, p<(> 1 e) (二 |En + Mm |DA + 
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£ Im Ë ú x: lEn + n |2723 
k=1 m=1 
17, 


-[(= ld， ) 全 me) (2 lEn + 


Ma |P)" (12) 
# 02) 式 中 ， 用 右 端 最 后 一 个 因 式 去 除 0D 式 的 两 边 ， 
得 出 

n ， 1/p pn ; 1/p a up 

(E +n) <(F iar) +(Elml) a3 

Ax, yel, WE 〈13) 中 令 1->co 取 极限 ， 右 端 二 级 数 收 
钱 ， 因 而 左 端 级 数 亦 收敛 ， 即 得 〈10) =, 

FER (10) 在 有 限 和 的 情形 ， 于 1896 年 首先 由 Mink- 
owski 证 明 。 

2.4 空间 Lt 对 于 任意 的 X= EL yE Ne, EX 


度量 为 
e° lp 
d(x, » = (1é -nl) (14) 


则 度量 公理 (M1) ~ (M3) 显然 成 立 。 又 利用 Minkowski 
不 等 式 〈10)， 易 证 三 角 不 等 式 MO RRL. Wk. PA 
度量 空间 。 
特别 ， 当 p= 2 时 ， 矿 宰 间 是 一 个 极为 重要 的 空间 。、- 
2.5 序列 空间 * 此 空间 由 一 切 复数 序 列 作 成 。 对 于 任 
意 的 x= (Ees, y= (和 )cs， 定 义 其 度量 为 


oo 


oi én 
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则 s 是 度量 空间 。 
公理 (M1) ~ (M3) 显然 ， 只 需 证 明 CM4)。 为 此 , 作 
函数 
“Ñ 


rws 


(Y 之 0) 


1 ` 
RẸ, HASU = KEETA (u>0), MURRE, 
于 是 、 对 于 任意 复数 4,B, 均 有 f( A+B|) <f(IA|+ B|), 
因此 

[A+B| _ IAl+ IB 

i+ÍA +B] —1+JA]+ ]B] 
1+|4I+lB 1+]|AJ+| B|] 
|A] IB] 
<Ar T T+ |B] 

在 上 式 中 ， WA =£, = Ĝ; B=, -,, 其 中 z= (6)6S， 则 
A+B=£,-n;, 所 以 


Jš, 一 和 |] É, 一， | l-n, | 
T+ jé-m i i-th 1+iE -nT 


再 将 上 不 等 式 两 端 乘 以 让， 对 ;从 1 到 co 求 和 ， 即 得 三 角 不 等 
R 
d(x, y) <d(x, z) +d(z,y) 
2.6， 有 界 务 数 空间 Bo，b ”空间 BCa，b 中 的 每 一 个 
元 都 是 区 间 Ko，b 上 的 有 界 函数 。 假 设 任意 的 x0), y(D 
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EBla, b), XHEK 
d (x, y) =sup |x(t -y(t) | f (16) 


因为 对 于 任意 的 z(t)eB[a，b)， 都 有 
D —y(t)| < |x(t) —z(t) |+ ]z(t) — y(t) | 
< sup |x(#) —z(t) | + sup |z(t) —y(t) | 


则 x- yla, OLAR, X ENAOm 838 Ft, 故 左 端 取 
上 确 界 后 不 等 式 仍 成 立 。 于 是 ， 得 到 三 角 不 等 式 (M4)。 其 
余 显然 。 据 此 ，BCe，z23 是 度量 空间 。 


= a 


1. 证 明 ，Cauchy-Schwarz 不 等 式 (9) AS TERU 十 … 十 
1 Dn (++ + 8, 1), 
2。 给 出 一 序列 x= (5;) 是 # 的 点 ， 但 XU， 其 中 p>1。 
3。( 直 径 、 有 界 集 ) 度量 空间 (X,4) 中 的 非 空 集合 4 的 直径 
ô (A) 如 下 定义 ， DA= sup 40%, >) 


4 称 为 是 有 界 的 ， WRAL, WH: WR ACB, 则 6(4) 
<6(B)， | 

4. 证 朋 : ADHERAR PB SE , 

5. 《 集 之 间 的 距离 ) 度量 空间 (X, d) 的 二 非 空子 RA, B2 š] 
的 距离 P (A, B) 定义 成 `: 

D (A, BY kz da, b) 


证 明 : 若 AnBsb， “ 则 DCA， B)= 0。 反之， 会 有 什么 结果 呢 ? 

6. 如果 (X, JEFE B l), 证 明 

— dx, y) 

x, y)= I+d@x, y) 
也 是 了 X 上 的 度量 同时， 在 此 度量 下 ，X 有 界 . 

7，( 度 景 空间 的 积 空 间 ) 两 个 度量 空间 (X14) 和 (X, d,) 的 
CartaingIX= X, x X, 可 以 有 多 种 方式 构成 度量 空间 。 例 如 : 对 也 
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xe (Xi, X2), y= (i, Yz), FJAR 
d(x, yY)=d (Xi, YD +d,(x,, Ya) 


d(x, y= Cdx, y) +Cd, xX, y) I 


dix y) =maxtd (x.y), d, (Xz, Ya) 
证 明 上 述 论 断 。 
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为 了 研究 度量 空间 中 的 收 仿 、 其 上 的 连续 映射 以 及 空间 
的 完备 性 等 一 系列 更 深入 的 性 质 ， 必 须 讨 论 度量 空间 中 的 点 
集 ， 以 及 围绕 着 点 集 的 一 些 基 本 概念 。 值 得 指出 的 是 ， 一 般 
度量 空间 中 的 点 集 与 直线 上 的 点 集 有 着 相似 的 一 些 性 质 ， 甚 
至 使 用 完全 相同 的 术语 ， 但 是 ， 也 有 与 直线 上 点 集 不 同 的 若 
干 独特 的 性 质 ， 应 该 注意 区 别 。 

3.1 定义 取 定 一 点 xocX = (X,G) 和 一 个 实数 r>0， 则 
满足 下 列 条 件 的 集合 : 

( 工 ) B(xo，r) = <xeX|],s,szo<*y 

(N) Blxo, r) = {xeX |ia, soep (1) 

(H) SCxo, r) = {xEX laca, ao- 时 
分 别称 为 以 点 Xo 为 中 心 。 以 7 为 半径 的 ( 工 ) 开 球 ，( 工 ) AR, 
DRE. 

BA Bn r)=B(xo DUSE 7)。 

在 度量 空间 X 中 ， 球 面 S(x,，r) 可 能 是 空 集 6， 这 与 网 
氏 空 间 不 同 。 例 如 ,X 是 离散 度量 室 间 ， 若 r 专 1, 则 8(xor) = 
$, #r=1, WS(xj r) = 六 一 {Xo}。 

3.2 定义 度量 空间 X 的 子 集 4 称 为 开 集 ， 如 果 它 包含 
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每 一 点 为 中 心 的 一 个 开 球 ，XX 的 子 集 K 称 为 闭 集 ， 如 果 它 ( 关 
FX) 的 余 集 是 开 集 ， 羡 即 K* = XX 一 KK 是 开 集 。 

从 定义 3.2 易 知 ， 开 球 是 开 集 ， 闭 球 是 闭 集 。 

半径 为 e< 的 开 球 B (x,, E) 常 称 为 点 Xo 的 8~- 邻 域 。 点 Xo 的 
e- 邻 域 的 一 个 特征 是 ， 任 意 包含 Xo 的 XX 的 子 集 4 都 包含 至 少 
一 个 x 的 s- 邻 域 ， 这 就 是 说 ，Xxo 总 是 它 的 每 一 个 邻 域 的 公共 
点 。 据 此 ， 如 果 F 是 X。 的 一 个 邻 域 ， 又 FCA， 也 称 4 是 xo 的 

为 了 应 用 上 的 方便 ， 我 们 规定 X$ 既是 开 集 也 是 闭 
集 。 

我 们 称 点 Xo 是 集 4 己 XX 的 一 个 内 点 ， 如 果 A4 是 Xo 的 一 个 邻 
域 。4 的 内 部 是 4 的 全 体内 点 的 集合 ， 记 为 4" 或 Int(A), 
Int (A) 是 开 集 ， 并 且 是 4 所 包含 的 最 大 开 集 。 

空间 X = (X, d) 的 开 集 簇 9 具 有 下 述 性 质 ， 

(T1) ET, XET; 
(T2) 9 中 任意 多 个 开 集 的 并 集 仍 是 9 的 元 ， 
(T3) 乡 中 有 限 多 个 元 的 交集 仍 是 了 的 元 。 

证 (TD) 显然 。 因 为 开 集 的 并 集 的 任意 点 x 仍 属于 这 
些 集 之 一 ， 不 妨 设 它 在 集 4 中 ， 则 4 包含 x 的 一 个 邻 域 F, X 
由 并 集 的 定义 、 则 F 必 会 于 并 集中 ， 这 就 得 到 〈T2) 。 最 后 ， 
如 果 y 是 开 集 4,，…，4。 的 交集 的 任 一 点 ， 则 每 一 个 As 都 含 
有 Yy 的 一 个 邻 域 G，、 同 时 ， 这 些 邻 域 中 最 小 的 一 个 都 含 于 交 
集中 ， 之 就 证 明了 (T3), 

上 面 提 到 的 性 质 TDO 到 《〈T3) 是 如 此 基本 ， 以 致 人 
们 希望 在 更 一 般 的 情况 之 下 仍 能 保持 这 些 性 质 。 

3.3 定义 给 定 集合 X, 如 果 集 和 X 和 由 X 的 子 集 作 成 的 一 
个 集 灸 9， 满足 公理 (T1) 到 (T3), WEA, 7) 为 拓扑 
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空间 ， 集 簇 乡 称 为 X 的 一 个 拓扑 。 

由 定义 3.3， 则 有 结论 : 度量 空间 是 拓扑 空间 。 

3.4 定义 2 X=(X, d) 和 Y=(Y, d) 都 是 度量 空 
间 。 了 映射 T，X->Y 称 为 在 XoeX 是 连 续 的 ， 如 果 对 于 任 给 的 
>0， 存 在 6>0， 使 得 对 于 满足 条 件 4 CG. x.) < 之 0 的 一 切 x， 
WAAT, TX) < 之 e。 

称 T 为 连续 映 身 ， 如 果 它 在 XX 内 每 一 点 都 连续 (图 2-2) 


图 2-2 ”连续 映射 在 R? 中 的 说 明 


一 个 重要 而 有 趣 的 事实 是 ， 连 续 映 射 可 以 作为 开 集 的 特 
征 。 

3.5 定理 度量 空间 XX 到 度量 空间 Y 里 的 映射 了 连 续 的 
充 要 条 件 是 了 中 的 任意 开 子 集 的 逆 象 集 是 X 的 开 子 集 。 

证 必要 性 。 假 设 SCY 是 开 集 ， 且 5S, 是 S 逆 象 集 ， 如 果 
s, =$， 则 它 是 开 集 ， 已 证 。 现 设 S,**$， 对 于 任意 的 XséSo 
令 y, = Tx,，， 因 为 5 是 开 集 ， 它 必 含 有 yo 的 一 个 s- 邻 域 E, 由 于 
T 连 续 ，xo 必 有 一 个 6- 邻 域 Eo 映 射 AE, AN, ECS, wA 
BuCSu， 于 是 ， 由 xo 的 任意 性 ， S, 是 开 集 。 

充分 性 。 假 设 Y 中 每 一 个 开 集 的 道 象 集 都 是 X 中 的 开 集 ， 
则 对 于 每 一 个 x,eX，Tx 的 任意 ~ 邻 域 为 E， 因 为 是 开 集 ， 
E 的 逆 象 集 E, 亦 是 开 集 ， 并 且 Bo 包 含 %,。 又 因为 Eo 映 入 E 中 ， 
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所 以 中 含 x 的 一 个 6- 邻 域 瑞 入 E 中 ， 由 定义 3.4，T 在 点 x。 
处 是 连续 的 ， 再 出 %*, 的 任意 性 ， TEX LEZ., 

8.6 ÈN BRARRES AXK TFE, MELEX 称 为 A 
的 聚 点 〈 或 4 的 极限 点 )， 如 果 xo 的 每 一 个 邻 域 都 包含 异 于 x。 
的 至 少 一 点 ye4。 

集 4 的 全 体察 点 作成 的 集 称 为 A 的 导 集 。 记 为 4' 。 

集 4 与 其 导 集 4' 的 并 集 称 为 4 的 闭 包 ， 记 为 4。 En, 

4=4U4' 。 

3.7 引 理 ” 设 4 是 度量 空间 忆 的 子 集 ， 则 4 是 闭 集 的 充 要 
条 件 为 入 = 入。 

证 必要 性 。 只 需 证明 人 入 CA。 假 设 *#F4 则 x € As, 因为 
4 是 闭 集 ， 则 4 是 开 集 ， 必 有 x 的 某 邻 域 B(x，9)C4*， 亦 即 
B(x，0)n4= 和 于 是 B(x，0) 中 不 含 人 4 的 任何 点 ， 故 x 父 4/ ， 
因此 ,x44UA’ = A, AACA, 

充分 性 。 只 需 证 明 A 是 开 集 即 可 。 已 知 妇 = A, WME 
x 攻 A, 则 x € Ar ,但 xEAr+， 央 此 必 存 在 邻 域 BCX，6) PAA 
的 点 ， Kit, B(x, ó) NA=¢, B(x, ó)C A, A 是 开 集 。 


例如 ，Z 表 示 有 理 数 集 ， 则 闷 = 及 。 又 如 ，4= 1 1, 六， 


Lo d, e), 4u(o-{o 1-1... 
显然 。 集 4 的 闭 包 和 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 。 

8.8 定义 ”度量 空间 X 的 子 集 4 称 为 在 关中 稠 , 如 果 À = 
X。 
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空间 X 称 为 是 可 分 的 ， 如 果 它 包含 一 个 可 数 稠 集 。 

如 果 4 在 XX 中 稠 ， 则 关中 的 每 一 个 球 无 论 怎样 小 ， 都 要 
包含 4 的 点 。 换 言 之 ， 在 此 种 情况 ， 找 不 到 点 xXEX 有 一 个 邻 
域 不 包含 4 的 点 。 

后 面 会 看 到 可 分 的 度量 空间 比 不 可 分 的 度量 空间 要 简单 
一 些 。 现 在 ， 我 们 列举 出 可 分 和 不 可 分 度量 空间 的 例子 。 以 
便 帮 助理 解 这 些 概念 。 

3.9 实 直线 R 实 直 线 R 是 可 分 的 。 

证 ”有理数 集 ZCR 可 数量 在 R 中 笛 。 

3.10 复 平面 C” 复 平面 C 是 可 分 的 。 

证 C 的 一 个 可 数 稠 子 集 是 其 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 
全 体 复数 作成 的 集合 。 

8.11 离散 度量 空间 ”离散 度量 空间 X 可 分 的 充 要 条 件 
是 X 可 数 。 

证 “空间 X 中 的 离散 度量 4 使 得 没有 和 的 真子 集 在 和 中 
稠 ， 因 此 民 中 的 笛子 集 唯 有 它 自己 ， 从 而 得 出 论断 。 

3.12 空间 1? 空间 (1p 之 + ceo) 是 可 分 的 。 

证 “ 仅 对 实 2# 空 间 进 行 证 明 ， 结 论 对 复 基 空间 亦 成 立 。 

假设 4 是 形 如 y= (Tm, Ms s Ms 00,0) 的 序列 的 
全 体 作成 的 集合 ， 其 中 7 是 正 整 数 ，11,(i=1,2,…，n) 是 有 
理 数 。 显 然 4CL， 同 时 4 可 数 。 下 面 ， 只 需 证 明 4 在 世 中 再 
即 可 。 

假设 任意 元 x= (5,) E1?， 则 1851? 之 + oo。 任 给 2 之 0， 


i=1 


存在 着 正 整数 上 = na(e)， 使 得 X | p< ge BAE ER 
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(i= 1,2,.…, n), X Z= R, 因此 ， 对 于 每 个 8,, 必 存在 nE 
Z (i=1,2,…,n) AD |Ë - n <ie, N XN, n 
1=1 


…，, 决 定 了 A 中 的 元 y= (Ma Mss Ms 0, 0, +), 3Ë 
且 有 


(de, r= li-a + 


所 以 da(x，y)<e， 由 x 的 任意 性 ， 说 明 A4 在 ?中 稠 。 

3.13 空间 太空 间 刀 不 可 分 。 

证 令 y= (9) = (9 有 Pb， ©) 是 全 作成 的 序列 ， 其 中 
3: 或 为 0， 或 为 1， 则 yEP。 显 然 ， 对 于 这 样 的 y， 必 有 一 个 
二 进 制 实数 


与 之 一 一 对 应 ， 于 是 了 EL0， 的 。 任 为 00， 攻 中 每 一 个 点 都 


可 以 表 成 一 个 二 进 制 小 数 ， 所 以 这 样 的 了 有 不 可 数 个 ， 故 对 
应 的 0 、1 构 成 的 序列 7 = (44) 也 有 不 可 数 个 ， 并 和 且 这样 的 序 
列 两 两 不 相等 ， 即 x = Et) =y。 但 是 

d(x, y)=sup|š,—",|=1 
以 这 样 的 点 为 中 心 作 尘 径 r= 1/3 的 球 ， 则 此 种 球 两 两 不 相交 
且 有 不 可 数 无 穷 多 个 。 

假设 4 是 空间 ISTH001FRS4E, A= 1, WA, XET 
数 无 穷 多 个 小 球 都 应 该 至 少 包含 4 的 一 点 ， 于 是 ，4 应 是 不 
可 数 集 。 由 A 的 任意 性 ，!* 不 可 分 。 
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习 题 
1。 考 虑 CC0，2z] ,确定 最 小 的 正 数 r, 使 得 yeBCX,7) ,其 中 X(t) 二 
sint y(t)= cost. f 
2。 写 出 下 列子 集 的 闭 包 ，(i) R 上 的 整数 集 ， Gi) R 上 的 有理 
数 集 ， (iii) 贺 盘 A={zl/z1<i}CCC. 


3. 证 明 , A=A, AUB=AUB, AnBc ANB, 

4. 证明， 度量 空间 X 可 分 的 充 要 条 EX ul šX F $E Y RA 
下 述 性 质 ， 对 于 任 给 的 e 汪 0 和 每 一 个 XEX， 枪 在 着 yYEY， 使 得 d(x， 
y)<e, 

5. 证明: 一 开 集 的 象 在 连续 映射 下 不 必 是 开 集 . 

6 证明; 映射 T: X 一 了 连续 当 且 仅 当 闭 集 FY BJ AE X 中 
HAE. 

7。 车 映射 F:Ci[0， 人 各 一 R 定 义 成 

F (x 0)) = {ov Irat 
其 中 x(t) ECiC0、12， 则 此 映射 F 在 CC0，1) 上 连续 吗 ? 

QE: Cica, DORREA, b) 上 全 体 一 阶 连续 可 微 函 数 作成 的 
空间 ， 对 于 任意 的 x*(t) €C€1Ce, b), y(0 €C:(G, b), 定义 

a y) =max (t 一 了 (| +max |x” (t) —y” (1)|) 

,证 明 空间 BL6， b) (a<b) ERHAN, 
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在 微 积分 中 ， 实 数列 起 了 重要 作用 ， 正 是 R 上 的 度量 ， 
使 得 我 们 能 够 定义 序列 收 俩 这 样 基础 的 概念 。 (当然 ， 对 于 
复数 询 可 以 进行 同样 的 讨论 ， 这 时 必须 使 用 复 平 面 上 的 度 
量 。) 在 一 个 度量 空间 X = (X， 人 中， 情形 是 十 分 相似 的 。 
亦 即 ， AURAL AI, Y: Xis Xerta 使 用 度量 4 来 定义 


. 36 ° 


完全 类 似 于 微 积分 中 的 收敛 性 。 

4.1 定义 度量 空间 X= (X, D 的 序列 (x,) 称 为 是 
收敛 的 ， 如 果 存 在 元 YEGX， 使 得 

limd(x,, x)=0 
元 x 称 为 {x,} 的 极限 ， 记 为 ，lim x,=x, RAWA: x,—x, 
我 们 也 说 {x,} 收 敛 于 x 或 有 极限 x， 如 果 {x, 不 收敛 ， 则 说 它 
是 发 散 的 。 

在 定义 4.1 中 看 到 ,由 4 决定 了 一 个 实数 列 = d(x,, x), 
它 的 收敛 性 决定 了 点 列 {x,j 的 收敛 性 。 所 以 ， 如 果 xw~>Xx， 对 
BEED, W|## 5 N(g)2>0, nN) 时 ， 一 切 x, 部 将 
落 在 x 的 e- 邻 域 B(x，&) Hh, 

值得 注意 的 是 ， 一 个 收敛 序列 的 极限 必须 是 空间 X 的 一 
点 。 例 如 ， 设 XX 是 RR 中 的 区 间 (0，1)， 则 在 度量 4(x，y》 = 


Ix-yY| 下 ， 序列 和 x,} = [H] = > > n RiSt. 


因为 此 序列 当 n 一 co 时 可 能 的 极限 点 *= 1 不 在 X 中 。 以 后 ， 我 
们 都 采用 这 种 观点 。 

我 们 称 一 个 非 空 子 集 4CX 是 有 界 的 ， 如 果 它 的 直径 

0(4) = SUP d(x, y) 
AM, KARRERA ERREA, WRN 应 的 点 集 是 X 
的 有 界 手 集 。 

显然 ， 如 果 集 妨 有 界 ， 则 入 CB (Ca r), HH x € X 
任意 一 点 ， 而 "是 一 个 〈 充 分 大 ) 正 实数 。 

4.2 引 理 设 X= (XK, dy 是 度量 空间 ， 则 
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(I) 久 中 的 收敛 点 列 是 有 界 的 ， 并 且 它 的 极限 唯一 。 

(WN) WREX h A x,—x, Y, >y, W| d (x,, y,) 一 
d (x, y), 

证 (I) 假设 *, 一 x， 则 取 e = 1， 可 找到 N， 使 得 对 于 
W nN, dlx, X) <1， 因 北 由 三 角 不 等 式 (M4)， 
对 于 全 体 n， a 8 d(x,, x) <1+M, 其 中 M=max{d(xi, - 
`X), u d (Cxw，X)}， 所 以 {x,} A Ro WE, REXX, 
Ex, >z, H (M4) 得 到 

0<d(x, z)<d(x, x,) +d(x,, z)—0 
再 由 (M2) 推 得 x=z， 于 是 极限 是 唯一 的 。 

(TI) 由 广义 三 角 不 等 式 81 (D R, 

d(x,, y,)<d(x,, x)+d(x, y) +d(y, y,) 
因此 ， 得 到 

d(x,, y,) -d(x, y)<d(x,, x) +d(y,, y) 

另 一 方面 ， 
d(x, y)<úd(x, x,) +d(x,, Ya) +d(y,, y) 


d(x, y) —d(x,, y,)<d(x,, x) +d(y,, y) 
总 之 ， 有 

ld(x,，y,) ~ d(x, y) |<d(x,, x) +d(y,, y) 
对 于 任 给 的 2 之 0， 因 为 x,~>x， 存 在 N!,， 对 于 全体 n>N,， 
d(x,,X) <e/2。 又 因为 7 了 ,存在 N,， 使 得 对 于 全 体 n>N,， 
dlya, y)<e/2, WN = max{N!,，N,}， 则 对 于 全 体 n>N, 都 
有 


€ e 
ldex,, ya) = d(x, yy |< E =, 


43 ”定义 “度量 空间 X = (X，d) 中 的 序列 (x,.) 称 为 是 
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Cauchy 序 列 或 叫 基本 列 )， 如 果 对 于 任 给 的 a>0， 存 在 着 
N 二 0， 使 得 对 于 所 有 的 m，n>N， 都 有 d(xn，Xx,) <=, 

度量 空间 X 称 为 是 完备 的 ， 如 果 羡 中 的 每 一 个 Cauchy E 
列 都 收敛 。 

注意 ， 在 实 直 线 R 上 ， 由 Cauchy 收 敛 准 则 ,数列 {x,} € R 
收敛 的 充 要 条 件 是 {x。} 为 Cauchy 序 列 〈 或 基本 列 ) 。 但 是 ,这 
一 结论 在 一 般 度 量 空间 却 可 能 不 成 立 。 为 此 ， 我 们 才 特 别 需 
要 区 分 出 完备 的 和 不 完备 的 度量 空间 。 在 完备 的 度量 空间 
由， 收敛 序列 与 Cauchy 序 列 是 彼此 等 价 的 ， 而 在 不 完备 度量 
空间 中 ( 稍 后 就 知道 )，Cauchy 序 列 仅仅 是 收敛 序列 的 必要 

另 一 方面 ， 度 量 空间 的 完备 性 总 是 在 某 一 特定 度量 之 下 
来 说 的 。 如 果 则 一 基 集 上 定义 另 一 个 度量 ， 则 原来 空间 的 完 
备 性 一 般 会 发 生 改变 。 例 如 ; 空间 R 在 度量 d(x, y) = x-y] 
下 是 完备 的 ， 但 在 度量 和 (x，y) = larc tge- arctgy | F MF 
完备 。 

4.4 定理 度量 空间 中 的 收敛 序列 必定 是 Cauchy 序 列 。 

证 设 {x,} 是 度量 空间 (X, d) 中 的 点 列 ，X, 一 >X， 
xEX， 则 对 于 任 给 的 se 之 0， 存 在 着 N(s) 之 0， 使 得 对 于 一 切 
1 >N， 有 

d(x,, x)<£/2 
XH (M4)， 对 于 所 有 的 m，nm>>N(e)， 得 到 

d(x,, x,)<4d(x,, x+ d(x, X) <LE/2+E/2=8 
因此 ，{x,} 是 Cauchy 序 列 。 

下 面 介绍 几 个 以 后 常用 的 结论 。 

4.5 定理 设 人 A 是 度量 空间 (X，d) 的 非 空子 集 ， 风 - 

CI) XGA 当 且 仅 当 存 在 着 4 中 的 序列 {x。}， 使 得 
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X, >X, (n— co) 

(五)》A4 是 闭 集 当 且 仅 当 漆 {x,} € A, Hx,-—x, AS 
xEA, 

证 (1) 假设 xE4， 如 果 xE 4， 则 只 需 作 点 列 〈#,x， 
=) 即 可 ， 如 果 x 插 A， 则 它 是 4 的 一 个 衰 点 ， 因 此 ， 每 一 个 
球 B (x, 1/4) 都 至 少 含 一 点 x,€4A (n= 1, 2) H 有 
Kx, x) <1/n, 3Bn—coBi, 0<d (x,, x) <1/n>0, F 
Ex, >x, 


反之 ， 如 果 {x,jE4， 且 xx， 则 xE4CA4 或 者 x 的 
每 一 个 邻 域 B (x, 1/n) 至 少 含有 一 点 %, 三 X*， 因 此 x 是 和 4 的 
聚 点 ，xEA'， 所 以 xEA。 

(H) H53|#E3.7, # (I) YHES (H). 

此 定理 实际 指出 MANR AR EAR 2465348 B X, 
这 就 是 也 称 它 为 极限 点 的 原因 。 同 时 ， 若 4 是 闲 集 ， 则 必 人 包 
含 它 所 有 的 京 点 (极限 点 )。 

4.6 定理 完备 度量 空间 X 的 子 空间 4 是 完备 的 当 且 仅 当 
4 是 X 的 闭 集 。 | 

证 ” 设 4 是 完备 的 ， 由 定理 4.5( 工 ) ,对 于 任意 的 x€A, 
在 4 中 存在 着 序列 {x,} 收敛 于 xz， 又 根据 定理 4.4，f{x,} 是 
Cauchy 序 列 ， 因 此 xE4。 再 由 x 的 任意 性 和 引 理 3.7, AEN 
集 。 

反之 ， 很 设 4 是 闭 集 ， 卓 {x。} 是 A 中 的 Cauchy 序列 ， 则 


x ->xGX， 由 定理 4.5( 工 )， 得 到 xEA， 再 由 假设 4 = A, 
所 以 XEA， 央 此 4 中 的 任意 Cauchy FIN, W ASX 完 
备 。 
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从 下 一 定理 可 以 看 到 ， 序 列 的 收敛 性 对 于 连续 映射 也 是 
十 分 重要 的 。 

4.7 定理 ”度量 空间 (X，d) 到 度量 空间 (Y,d) 中 的 映 
射 了 :X->Y， 在 点 xo EX 连续 当 且 仅 当 x, — x 8 ë 38 Tx, 一 
Tx, 


šE ” 设 了 在 xo 连 续 ， 根 据 定 义 3.4， 对 于 任 给 ?>0， 存 在 


A00, Ed (x, x) <6 草 含 4 (Tx, Tx) <ë, Gx, 
- Xos 则 存在 N>>0， 使 得 对 于 一 切 n>N, 都 有 d (x, x) < 


6， 因 此 ， 对 于 所 有 的 n2>N, d (Tx, Tx) <e, HEX, 
这 意味 着 Tx 一 Tx。 

RZ, IRutx,—— x Bá @ Tx, — Tx 现在 来 证 明 上 映射 
T 在 点 x, 连 续 。 假 设 此 结论 不 真 ， 则 必 存 在 这 样 的 之 0, 使 得 


对 于 任意 的 0>0 存 在 着 x*Xx。， 有 d(x，x。) <ð, BATX, 
Tx,) >=, RS = 1/n, 存 在 着 {x,} EX, 使 得 d (%,> Xo) 


<1/n, Eå (Tx, Tx) 之 2e。 前 一 条 件 得 到 xX。 一 Xx。, 后 一 每 
件 说 明 Tx, 不 收敛 Txu， 这 与 xs->xu 蕴含 Tx, —Tx 的 假设 巴 
盾 。 
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1. WRERZEAXBEI kA, HERRA, HRE R 
A+fPE2(Ox,, } 也 收敛 ， 并 且 有 相同 的 极限 x。 

2. 证 明 ,%. 一 x 的 充 要 条 件 是 对 x 的 任意 邻 域 V ,都 存在 正 整 数 n。， 
使 得 对 于 一 切 n>>fno，XneV 。 

3。 如 果 {%。} 和 {9。} 都 是 度量 空间 (X。) 的 Cauchy 序 列 , 证 明 ， 
ta, tk, J&riha,= d (x,, y). 

4. Ada AX LARERE, 且 存 在 EK a, b, ERANT 
一 切 x，yeX， 都 有 
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ad, (x, y) <d,(x, y)<2bd,(x, y) 
I: EZE (X, d) 和 (X, d,) 中 ， 其 Cauchy 序列 是 相同 的 。 
5。 和 看 用 R 的 完备 性 ， 证 明 复 平面 C 的 完备 性 ， 


85 ” 例 、 完 备 性 的 证 明 


由 于 度量 室 间 XX 的 完备 性 与 其 度量 密切 相关 ， 因 此 ， 空 
闻 完 备 性 问题 的 讨论 就 比较 复杂 。 这 里 ， 列 举 一 些 常 用 的 完 
备 度量 空间 ， 在 证 明 过 程 中 ， 大 都 要 用 到 实 直 线 R MEFE 
C 的 完备 人 性。 

5.1 欧 氏 空间 R"。 假 设 {Xxw} 是 空间 R" 中 的 任意 Cauchy 
序列 ， x, = (&, (2), 8,00)... 8 (m) = (E), 于 是 ， 对 于 
任 给 的 e 之 0， 存 在 N>>0， 使 得 对 一 切 的 m，r>>N， 都 有 


d(x,, x,) = Vm <e (1) 


将 上 式 平方 ， um, r>NHi= 1, 2, y n, 有 
` Em- ENKE, 即 Em- <e (i=1, 2, 


ean) (2) 
(2) 式 说 明 ， 对 于 固定 的 i (1<i<n)， 序 列 Ce 6&7), 
…) 是 RR 中 的 Cauchy 序 列 ， 因 为 完 备 ， 必 有 SER， 使 得 


E mÈ, (m->c0) (i=1, 2, + nyo SASA . 

n E, BRIER", H (1) Ry 2r—o, WAA (x, 
x) <e (m>N), 这 说 明 x 是 序列 {x"} KRM, x. —x, X 
由 {Xn} 的 任意 性 ， 所 以 R" 完 备 。 

, 注意 ， 用 同样 的 方法 ， 可 以 证 朋 症 级 间 C' 钢 完备 性 。 

' 5.2 空间 !" 是 完备 的 ” 设 {x"} 是 空间 二 中 的 任意 Cauchy 
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序列 ， 其 中 因 = (&,t%) = (š), &, m), e)s 对 于 任 给 的 
s>0， 存 在 着 N>>0， 使 得 对 一 切 m，z>N， 都 有 
d(x, Xa) = sup |&,(m)— &,(") [Ke 


因此 ， 对 于 固定 的 i， 更 有 

Em -E |< (3) 
这 说 明 对 于 每 一 个 固定 的 加 序列 E, B, e) 是 数 的 
Cauchy 序 列 。 再 根据 已 和 C 的 完备 性 ， 当 ico 时 ， 必 有 号) 
悦 E;， 用 这 无 限 多 个 数 &，(i = 1，2，…)， 我 们 定义 X= (8) 
= (Š Š, =), 现在 来 证 明 xXE1” 以 及 Xm 一 >X。 在 (3) 
式 中 ， 令 nh 一 co， 得 到 

| &,(")— E, |< (4) 
由 于 Xm = (E) EI1~， 对 于 所 有 的 i， 存 在 着 实数 Mx。， 使 
FE | 入 Mx， 于 是 由 三 角 不 等 式 ， 推 得 

lš, |< E-E |+ E |< + Mn (m>N) 
此 不 等 式 对 每 一 个 ;成 立 ， 并 且 右 端 SiR, Wk È) 是 一 
有 界 序列 ， 所 以 x= (Ë) EL*。 又 利用 (4 ) R, A8 


d(xn，X) = sup]; ™ -E |< (m>N) 
因此 ， 当 m 一 co 时 ， 有 Xm 一 >x。 再 由 {Xw} 的 任意 性 ， 空 间 信 
是 完备 的 。 


5.3 空间 c 空间 c 由 一 切 收敛 的 复数 序列 组 成 ， 具 有 由 
室 间 帮 所 诱导 出 的 度量 。 

空间 c 是 完备 的 。 

证 “ 空间 c 是 ”的 子 空间 ， 由 例 5,2 和 定理 4.6， 只 需 证 
明 c 是 2 的 闭 集 就 行 了 。 

假设 任意 的 x= (ËD Co WE 定理 4.5《 工 )， 存 在 着 
序列 Xx, = (6) Ec， 使 得 xX, 一 >x， 因此 ， 任 给 se 之 0， 存 
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在 N>0， 使 得 对 于 >N 的 一 切 4 和 所 有 的 让 有 
EO =E, [<a x) È 


Pb "qn = Nik, Xi ERR. HFxyEc, MESE 
5 作成 一 收 伍 复数 列 ， 然 而 ， 每 个 收敛 序列 必 是 Cauchy 
序列 ， 所 以 ， 存 在 着 N,， 使 得 


EW- + G, k>N) 


WE, HTAR, K>>Ni， 使 用 三 角 不 等 式 ， 得 到 
E — Š, |< ,~ 8,00 1+ 6,00 EM) [+ 50- E | Ke 
故 序列 X= (8;) 是 C 中 的 Cauchy 序 列 ， 又 由 复 平 面 C 的 完备 


性 ， 数 列 E) 收敛 ， 于 是 xEc。 又 由 xEc 选 取 的 任意 性 ， 
所 以 c 是 1” 中 的 闭 集 。 
f 5.4 SAL 空间 ?是 完备 的 ， 这 里 1<p 之 + co, 

证 设 {xn} 是 空间 太 中 的 任意 Cauchy 序 列 ， 其 中 各 = 
Em = (& (0), Em, o), WAFER e>, HENS 
0， 使 得 对 于 所 有 的 mm，P>N， 都 有 w 


j 


d (Xn, Xp) = Ë 但; — EC |P e (5) 
于 是 ， 对 每 一 个 i=1，2，…'， . 

jE — š, (s) |<e (m, n>N) (6) 
(6) RIH WTEDE 0 1, (60, 6&2, +) 是 数 的 
Cauchy 序 列 ， 根 据 R 或 C 的 完备 性 ， 它 是 收敛 数列 。 当 n>oo 
Wh S 6; (i=1,，2，…)。 利 用 这 些 极 限定 义 x= 
(&)= (Š, r l), 下 面 来 证 明 xX € IP fix, >x, 
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利用 (5 ) R, WETFBCš# üm, n>N, € 
k 
> E 一 中 <=? (k=1, 2, =) 


Sno, 34m2>NB-453 

h 

> ls, ka (k=1, 2, =) 
又 令 k->co， 则 


S ES -E pae (m>N) (7) 


这 说 了 明 x - x= Em — 8 ) CIP, HF XE, 利用 Minkowski 
不 等 式 ， 推 得 

X=x,+ (x-—x,) €T 
另 一 方面 ，〈7 ) 式 中 的 级 数 可 以 表 R Pk Cd(x,, x), jx 
就 得 到 中 (x, x) 三 2:， 亦 即 x,->x， 再 因 {xw} 是 让 中 任意 Ca- 
uchy 序 列 ， 这 就 推出 的 完备 性 ， 其 中 lp 之 + co, 

5.5 空间 CCLa，b] ”函数 空间 CCe,D 是 完备 的 ， 其 中 [a， 
四 是 R 上 任意 给 定 的 闭 区间 。 

证 WEE, RRC, OPR 函数 是 实 信函 数 
的 情况 进行 证 明 ， 结 论 对 于 和 揽 值 函数 亦 成 立 。 

设 {x 由 是 CCe， 的 中 的 任意 Cauchy EZ, Ee, 3 
在 着 N 之 0， 使 得 对 于 全 体 加 ，m>N， 都 有 

d(x,, x,)= max alt) ~ x, (1) |<e (8) 


W, WTIESELERJt C (a, b), # 
|x Ct.) — x, (t y) <ë (m, n>N) 
这 说 明 《xi(to 22010 xf =) 是 实数 Cauchy 序 
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列 ， 由 及 的 完备 性 ， 此 数列 收敛 ， 不 妨 记 为 x,(t,)—x(t,) 
(mco)。 使 用 此 种 方法 在 区 间 [c， 纪 上 逐 点 进行 讨论 ， 从 
mE a xa), MERKER xE) CC(a, b), HH x,— 
Xo 

# (8) 中 ， 视 六 为 固定 的 ， 令 n 一 co0， 当 mm 之 N 时 ， 有 


max |x, (t) — x(t) |<e 
teLasb) 


所 以 ， 对 于 每 一 个 1€E [a9，b)， 总 有 

[xn(t) — x(t) |<e (m>N) 
说 明 Xxn( 四 ) 在 区 间 Ca，5) 上 一 致 收敛 于 X(t) ,因为 Xn(?) 在 Ca， 
的 上 连续 ， 并 且 一 致 收敛 ， 故 极限 函数 x( 轨 是 [ae， 妇 上 的 连 
ARA, FAx) ECCa, b), EEXalt)—>x (t), WCCa, 
DEKT 

5.6 定理 空间 CCo，5 中 的 收敛 性 xx 是 一 致 收敛 , 亦 
HB, #EKa, b) 上 {Xx} 一 致 收 伍 于 Xx。 

正 是 通过 空间 CC[a，b) 上 的 度量 1.5 (9) HTC, bJ 
上 的 一 致 收敛 性 ， 因 此 ， 常 称 度量 1.5《9) 为 一 致 度量 。 

为 了 加 深 对 完备 性 的 理解 ， 我 们 再 看 几 个 不 完备 度量 空 
间 的 例子 。 

5.7 空间 Z 这 是 以 全 体 有 理 数 作成 的 集合 为 基 集 ， 并 赋 
予 度 量 d (x, y)= lx 一 y| 构 成 的 度量 空间 ， 也 称 为 有 理 直 
线 ， 这 里 ，x，y EZ。 空间 Z 是 不 完备 的 。 读 者 自 证 。 

5.8 多 项 式 ” 设 XX 是 全 体 多 项 式 作成 的 集合 ， 并 且 视 它 
们 为 区 间 Ca，b) 上 t 的 函数 ， 其 上 的 度量 定义 成 

dlx, y)= max |x(t)- y(t) | 


则 此 度量 空间 (X, d) 是 不 完备 的 。 实 际 E, # 项 式 序列 
在 Coa， 区 间 上 一 致 收敛 于 一 个 连续 西数 ， 但 不 必 是 一 个 多 
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项 式 。 
5.9 连续 函数 ”假设 在 空间 CC0，12 上 定义 度量 为 


d(x, 7=| [x(t) — y(t) ldx 
其 中 x(t)，y(t) ECC0，1)， 则 此 度量 空间 (Co, D, DR 
完备 。 

证 “容易 检验 度量 公理 (M1) ~ (M3) 成 立 。 因 为 对 
于 任意 z(t) ECO, 1D, 


cx, y) =| ka -y a 
=[ x(t) —z(t) +2(t) — y(t) lat 
<j |x(t) — z(t) |dt + f [z(t) - y(t) lat 


=d(x, z) +d(z, y), 


(M4) Èy, k (CCo, D,D 是 度量 空间 。 下 证 此 空间 不 完 


备 。 
作 点 列 
o, 0<t<+ ; 
Xn (t) = 


Ij 


1. 1 I 1 
m(t— >) Fie s G, = + 


1 , a <t<1 à 
从 图 2-3 明 显 看 出 (x, (ty) EC C0，1)， 它 是 区 间 C0，17 上 的 
连续 函数 列 。 任 给 Ee 之 0， 当 nm 之 1/e 时 


dG, x) = | a -xD at < 
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1 


T 
al- 
=- d. 


二 一 一 一 一 -一 “一 一 一 一 一 一 不 一 


1 1 


图 2-3 例 5.9 图 示 


因为 它 代表 图 中 三 角形 的 面积 ， 所 以 {X(t)} 是 Cauchy 序 列 。 
下 证 在 C50，10] 中 它 不 收敛 。 假 设 存在 着 x(t) ECC0，1]， 使 
得 Xn 一 X (Wm-=co), Mi 


d(x,, x) = | Ixa (t) — x(t) ldt 
-|. ixt) CAN Ixa (t) - x(t) Ht + 
7 


f |1- x(t) lat 


—0 (m— oo) 
但 上 式 右 端 各 项 非 负 , 其 和 的 极限 为 零 ,必须 各 项 极限 为 零 。 
由 
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[ay let=0， 得 出 x(D teco, d, 


当 m->co 时 ，q-> 去 ， 故 第 二 个 积分 趋 于 零 ， 再 由 第 三 个 积 
分 趋 于 0， 必 有 


人 na-xplat=o 推 得 x(t =1 t€ > 12 


从 而 ， 得 出 
0, 0 <t<+ 
x (tf) = 
1, +<t<1 


此 函数 在 区 间 C[0，1) 上 不 连续 ， 故 x(t) FC[0， 二 ,这 与 前 面 
假设 矛盾 。 因 此 ， 空 间 (C0, 1,0 不 是 完备 的 。 
习 E 


1， 设 MC!“ 是 至 多 有 有 限 多 个 非 零 分 量 的 序列 x= (Š; ) 构 成 的 子 
空间 ， 在 M 中 作 一 个 Cauchy 序 列 ,使 之 在 M 中 不 收敛 ,因而 M 不 完备 。 

2. 证明 ， 整 数 集 XX 上 定义 度量 d (m, n) =|m—-n}, RX, d) 
是 一 个 完备 度量 空间 . 

3。 令 X 是 正 整 数 集 ， 而 dCm,， n) =|m-1—n-1|, 证明 (X, DK 
完备 。 ~ 

4. 证 明 , 在 空间 s 中 (参看 2.5)， 我 们 有 x% 一 % 当 且 仅 当 对 于 一 切 
的 1 一 1，2，…， 都 有 858; 一 5 ， 其 中 xs 一 (852) ，xX 一 (Ei) 。 

5, 证明， 在 5.9 中 可 代 之 以 下 述 序列 aD =n, FKK, 
x, (O =1// t, #1/n<t<1, 
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6 , 令 发 是 全 体 实 数列 x= (Š;) 作成 的 度量 空间， 其 中 每 一 个 元 只 
有 有 限 多 个 非 零 分 量 , A(X，》) 一 互 |5; 一 Mi， 这 里 y 二 (1;)。 证 明 {Xn} 
eX, Xn 二 (6i ) 是 Cauchy 序 列 , E P ik. H hEm =r, 
i=1, 2, e, m; IB8,%0=0, #i>m, 

7, 证 明 :, SYCCCa, b)JEC(a, b) T Axa) = xh) 
的 全 体 作 成 的 子 空间 ， 则 Y 是 完备 的 ， 

8. 证 明 离 散 度量 空间 是 完备 的 。 

9. 用 C1i[0， 沁 表示 在 区 间 [0, 1] 上 有 一 阶 连 续 导数 的 实 函数 全 体 ， 
引入 度量 

4(x,y) = max (|x(t) =y E), |X’ D —y’ (t)|y, 


HCO, DEZERZH. 


$6 度量 空间 的 完备 化 


有 理 数 直线 Z 是 不 完备 的 ， 但 是 可 以 将 其 扩充 成 实数 E 
线 R 是 完备 的 ， 并 且 ， 这 种 延 拓 使 得 Z 在 R 中 稠 。 一 个 极其 
重要 的 事实 是 ， 任 何不 完备 的 度量 空间 ， 均 可 使 用 类 似 的 方 
法 使 其 完备 化 。 


6.1 定义 假设 X=(X,d) 和 区 = (X, DREE 
空间 ， 则 | 


CI) A 到 区 里 的 映射 T 称 为 是 靠 距 的 ， 如 果 了 保持 
距离 不 变 。 亦 即 ， 对 于 一 切 x，y EX 有 


q Tx, Ty) = d(x, y) 
其 中 Tx，Ty 分 别 是 x，y 的 象 。 | 
CI) 空间 X 称 为 与 空间 区 等 距 ， 如 果 存 在 一 个 X A 
上 的 双 等 距 映 射 。 此 时 ，X 和 X 称 为 等 距 空间 。 
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注意 ， 在 两 个 等 距 度量 空间 中 ， 它 们 的 点 的 属性 可 能 有 
很 大 的 区 别 。 侦 如 有 的 可 能 是 序列 ， 而 有 的 则 可 能 是 函数 。 
但 是 ， 从 度量 的 角度 来 看 待 这 两 个 空间 ， 却 可 以 把 它们 看 作 
是 完全 相等 的 ， 这 是 因为 在 研究 工作 中 空间 的 结构 总 是 主 
要 的 ， 而 点 的 属性 却 处 于 次 要 地 位 。 

现在 来 讨论 度量 空间 完备 化 的 问题 。 粗 略 说 来 ， 一 个 空 
间 X 不 完备 ， 是 因为 X 中 的 一 些 Cauchy FARES, H, 
我 们 的 任务 是 分 派 合适 的 极限 给 这 些 不 收 化 的 Cauchy 序 列 。 
但 是 ， 我 们 不 希望 增加 “ 太 多 的 极限 元 "， 因 此 ， 首 先 要 把 这 
些 Cauchy 序 列 进行 分 类 ， 这 是 可 以 办 到 的 。 其 实 , 这 正 是 有 
理 直 线 完备 化 过 程 给 予 我 们 的 启示 。 

6.2 ”定理 ”对 于 度量 空间 X= (X，d)， 总 存在 完备 度 


ESAR- (这 ， 全 ， 使 得 其 子 空间 W CX 与 X 等 距 B 在 XX 
中 稠 。 在 等 距 意义 下 ， 空 间 总 是 唯一 的 。 亦 即 ， 如 果 区 是 任 
意 完备 度量 空间 ， 其 稠 子 空间 全 与 X 等 E, MIX 与 区 是 等 距 


空间 。 
证 ”证明 分 成 四 步 : 


CT) 构造 度量 空间 六 = (Z, Ó, 
(I) 作 一 个 从 到 W 上 的 等 距 映 射 T， 这 EW = X. 
(M) 证 明 AZA. 


(了 ) 在 等 距 意 义 下 ， 交 的 唯一 性 。 
现在 来 证 明 这 个 定理 。 
CIL) 设 {x,} 和 {x,/} 都 是 XX 中 的 Cauchy 序 列 , 定义 
{Xx。} 等 价 于 {xX. y ia (x,y— Jo 如 果 
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lim d(x,, x/)= 0 (1) 


令 关 是 按 上 述 定义 得 到 的 全 体 Cauchy 等 价 类 x ，y ，… 作 成 
的 集合 。 记 {x,}EX， 即 {x,} 是 半 的 元 。 定 义 
4 (X,Y)= lim d(x,, Ya) (2) 


其 中 {y,} EY 。 下 面 来 证 明 ( 2 ) 中 的 极限 存在 。 因 为 
d(x,, y,)<d(x,, x,)+d(x,, Ym) +d(y,, Yn) 
在 土 不 等 式 中 互 换 m 和 im， 又 将 两 个 不 等 式 合 起 来 ， 得 到 
(dxan, y,)-d(x,, y,)|<d(x,, x,y+d(y,, Yn) (3) 
HFX, Ay AE Cauchy EA, un, MEAK Bi (3) R 
右 端 可 以 充分 小 , 这 说 明 {d(x,，y,)} 是 实 直 线 忍 中 的 Cauchy 
序列 ， 由 有 的 完备 性 ， 董 含 着 (2) 式 右 端的 极 殷 存在 。 
我 们 还 必须 证 明 (2) 中 的 极限 与 等 价 类 的 代表 的 选 择 无 
X, Zii, Wapi h, PE h WEO 
R, Ha> co 村 
ld@x,, y.) dX, Yal) KA xs Xa) +d (y, Ya) 
— 0 
这 就 推 得 我 们 期 望 的 结论 ， 


lim d(x,, y,) = lim d(x,’, Y,’ ) 
现在 来 证 明 (2) 式 中 定义 的 4 是 X 上 的 度量 。 显然 
(M1), (M3) 成 立 。 同 时 


aG, Peo Pah Aai. 
给 出 (M2)。 又 由 不 等 式 
d(x,, y,)<d(x,, Za) +d(z,, Ya) 
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其 中 {z,} € Z, @n— co， 由 (2) 式 得 到 (M4) 。 
(H) 与 5EX 对 应 包含 常 驻 Cauchy 序 列 (b，b，…) 的 类 


WHD CX, HEBRBT, X>W, 即 =Tb, 则 W=T(X)C 
X, 。 由 (2) 式 知 T 是 等 距 映 射 , 因为 
acd, ¢)=d(b, c) 


这 里 c 是 {y,} 的 类 ,而 y,=c， 由 于 任何 等 距 映 射 都 是 单 射 ， 
而 且 T，X->W 是 满 射 ， 所 以 W 与 XX 是 等 距 的 。 


现 证 W 在 X hi FEER ER, FAx) EX， 对 
于 任 给 的 e>0， 存 在 着 N， 使 得 
d(X,, xx)<ë/2 mN) 


假设 (xw，xwy…) Exw， 则 XnwEW， 由 (2) 式 ， 
d(x N cn) = lim d(x,, Xy) LE/2 LE 
这 说 明 任意 * EX 的 每 一 个 e- 邻 域 中 都 包含 W 的 元 ， 因 此 ， 
WE X 中 稠 。 
(H) 证 的 完备 性 。 令 {x*,} 是 * 中 的 任意 Cauchy 序 
列 ， 因 为 W 在 XX 中 稠 ， 所 以 ， 对 于 每 一 个 *。。 必 有 Zz EW， 
使 得 


AA N wN 1 


: d ( x,, z,)<— (4) 


由 三 角 不 等 式 ， 我 们 有 
q Z, Z) < (Z, SO + 3 Q, X) + d (Z, Z) 
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1 入 a a 1 
< t d ( x,,, x.) T+ 


但 是 ，{x,} 是 Cauchy 序 列 ， 对 于 充分 大 的 mm 和 nm，GCx。，x.) 
必 小 于 任 给 的 2 之 0， 因 此 { zo} 也 是 Cauchy 序 列 。 由 ( 工 ) 知 ， 
T。，X-> 全 是 等 距 映 射 ， 并 且 zE 允 ， 则 序列 {zu} 也 是 X 中 的 
Cauchy 序 列 ， 其 中 z=T-!1z 今 设 x €X 是 序列 {z%} 所 属 
的 类 ， 现 证 Xx 是 {x,} 的 极限 。 根 据 (4) 式 ， 


+ Q (Z, x) (5) 


由 于 {2z,} E X, HZ EW， 于 是 (Zz,，z,，…) EZ FER 
(5) 化 成 


À an 2) <+ + lim dG,, Za) 

显然 ， 当 n 充 分 大 时 ， 上 式 右 端 可 以 小 于 任意 给 定 的 e>0， 
于 是 又 中 的 Cauchy PF 列 { *,} 都 有 极限 XE 区 ,因而 X 完 备 。 

(N) 证 区 的 唯一 性 。 如 果 (X， 吕 是 另外 一 个 完备 度 
量 空间 ， 其 筒子 空间 依 与 X 等 距 ， 则 对 于 任意 六 ，y EX ， 
在 入 中 有 序列 {%}，{y,}， 使 BZ —> x, y—> y, jt 

d(x, y) = lim d ( x,, Ya) 
这 是 因为 
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|d(x, y)- d(x,, YD <d(x, x, ) + 


qay, y)—0 
(此 不 等 式 由 与 (3 ) 式 相同 的 方法 推 得 ) HW Wc X 
等 距 上 且 刺 = 这 ， 所 以 在 区 和 文 上 必 有 相同 的 距离 ， 因 此 区 与 


区 是 等 距 空 间 。 
在 后 面 的 两 章 中 ， 将 看 到 这 个 定理 的 一 些 基 本 应 用 。 


3 E 
1。 证 明 : 如 果 度 量 空间 X 的 子 空间 Y 仅 含有 有 限 多 个 点 , 则 Y 是 


2. 高 散 度 量 空间 * 的 完备 化 空间 是 什么 ? 

3。 如 果 (X，d) 完 备 ， 证 明 (X，4) 亦 是 完备 的 , 3 rh d = 
d/a +d). 

4. 证 明 (1) 式 决定 了 在 XX 中 所 有 Cauchy 序 列 之 间 的 一 个 等 价 关 
R. 

5. WREAK AHX HEX, Dh, EBOR K Z, B x, 
一 >1， 证 明 {xn’} 收 敛 且 以 1 为 其 极限 ， 

6。 集 X 上 的 一 个 有 限 伪 度量 是 函数 4:XXX 一 >R， 满 足 (M1)， 
(M3)，(M4)， 并 且 有 

(M2*) d(x, x)=0 

伪 度 量 与 度量 有 何不 同 ? ERA, y)= Bini ERRA 伪 度 
E, Erhx=(8,, 5), y= (n, M). 

7。 试 作 具 有 度量 d(x, y) = larctgx—arctgy| 的 集 R 的 完备 化 
空间 。 

8。 作出 具有 度量 4(0，fm) = ie 一 e"| 的 整数 集 的 完备 化 空间 、 
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87 不 动 点 原理 


在 代数 方程 、 微 分 方程 以 及 积分 方程 的 求解 问题 中 ， 通 
沼 要 把 所 求 的 解 归结 为 度量 空间 中 映射 的 不 动 点 ， 并 且 用 逐 
次 逼近 的 方法 来 计算 出 不 动 点 ， 这 是 方程 论 中 的 一 个 十 分 重 
要 的 方法 。 这 个 方法 可 以 追溯 到 和 牛顿 求解 代数 方程 所 用 的 切 
线 法 。 法 国 数学 家 硅 .Poincare 于 1895 一 1900 年 间 ,在 代数 拓扑 
学 中 首先 使 用 不 动 点 概念 。1910 年 ， 工 .已 .J.Brouwer 证 明了 
有 限 维 空间 中 多 面体 上 的 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 。1922 
年 ，G.D,Birkhoff，Kellogg 作 出 一 些 改进 和 应 用 ,而 波兰 
数学 家 Banach 更 一 般 地 外 理 了 这 个 问题 。 半 个 世纪 以 来 ， 人 
们 从 事 不 动 点 定理 的 研究 仍旧 经 久 不 衰 ， 取 得 了 极为 重要 的 
成 果 。 

7.1 定义 假设 X 是 度量 空间 ， 称 点 x €X J Eh 54 T: 
XX 一 >X 的 不 动 点 ， 如 果 有 x = Tx, 

7.2 定义 设 X=(X，d) 是 度量 空间 ,映射 A,X— 
和 ， 如 果 存 在 实数 wx，0 委 a<1， 使 得 对 于 一 jx, yC X, R 
立 着 

d(Ax, Ay)<ad(x, y) (1) 

则 称 4 是 式 上 的 一 个 压缩 映射 。 

显然 ， 等 距 喘 射 不 是 压缩 映射 。 但 是 ， 压 缩 映射 必 为 连 
续 了 映射 ， 反 之 不 然 。 

7.3 Æg.: (Banach) 在 完备 度量 空间 中 ， 压 缩 映射 必 
有 唯一 的 不 动 点 。 

证 ”假设 X = (X、d) 是 完备 度量 空间 。 4:X-~~X 是 压缩 
映射 。 
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(1) ARTEZ Ñ. ERX CX, mx = Ax, e= Aa = 
A (Ax) = AX t, X, = Ax... = An. (n = 1, 2, =), 如 
此 得 到 XX 中 的 点 列 {xX,}。 下 证 {Xx} 是 XX 中 的 Cauchy F 列 。 因 
为 4 是 压缩 映射 
llnr Xa) =d( Ax, AX,-1) Ad(X, ,Xs-1) (NEL) 
d(x,,x,-,) = d(Ax,_,, AX, -2) EAdX, 1, Xn~2) 
所 以 AlX ptrs Xa) <asd(X -1 Xs) 
如 此 下 去 ， 得 到 
d(Xsr1sXn) EU"A(XL Xo) (n2:1) 
Gm=n+p, p 为 自然 数 ， 对 于 充分 大 的 4， 由 广义 三 角 不 等 
式 ， 推 得 
d(Xx,,x,) =d(x,.,,X,) 
<d(x,,ssX,+s-1) + dX tois Xato- + "+ 
d(x,,i6X,) 
=ç (g"tp-l op + .. + "A(X Xo) 


Wi ws 


= 全 二 和 -dxioxo) 
< ERER) (2) 
对 于 任 给 的 2>>0， 只 要 n 充 分 大 ， 则 
i dG, x) <e (0<a<1) 


是 显然 的 。 因 此 ，{x,} 是 X 中 的 Cauchy 序 列 ， 但 因 X 是 完备 
的 ， 必 有 一 点 x* EX， 使 得 x, 一 >x*， 又 因为 压缩 映射 必 
MERAM, 于 是 Ax, 一 >Ax*。 另 一 方面 ,AX, = X,+1 一 > 

， 并 且 收 敛 点 列 {Ax,} 的 极限 唯一 ， 所 以 Ax*=x*。 由 定 
x7. 1，x* 是 4 的 不 动 点 。 
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(I) 不 动 点 x* EX 是 唯一 的 。 假 设 此 结论 不 真 ， 即 4 
还 有 不 动 点 x*， 则 4X= X, TE 


d(x*#, X)=d(Ax*, AX)<adx*, X) 


但 0<a 过 1， 上 式 成 立 必 有 d(x*, X) =0， 因 此 有 x* =, 

从 证 明 中 可 以 看 出 ， 度 量 空间 X 的 完备 性 保证 了 不 动 点 
x*# 的 存在 ， 古 映射 的 压缩 性 则 保证 了 不 动 点 的 唯一 。 

值得 注意 的 是 : C0 定理 7.3 只 给 出 了 不 动 点 存 在 W 
一 的 一 个 充分 条 件 ， 但 条 件 不 是 必要 的 ， 即 存在 着 有 不 动 点 
的 映射 但 非 压缩 映射 。 例 如 ，FE(x) =2x+1, Fıx>2x+1, 
x€(— co, + co) I — BJ 83 pax = - 1， 但 F 不 是 压缩 映射 。 

(2°) ZAX 完备 的 条 件 不 可 少 ， 否则 不 能 保证 压缩 映 
射 有 不 动 点 。 例 如 : £ X = (0, 1/4), F:X— X, F(x) = 
x;， 因 为 对 于 任意 的 x，yEX，d(F(x)，F(7)) = |F(x) 一 


F(y)| = x2- y= x+y x- yl <( |xl + jy) -yl < 


1 xx_vl = 4 


故 F 是 压缩 映射 ， 但 F 无 不 动 点 。 

作为 定理 7.3 应 用 的 例子 ， 我 们 研究 微分 方程 、 积 分 方 
程 解 的 存在 与 唯一 性 。 

7.4 ” 例 ( 微 分 方程 );， 考 虑 微分 方程 


dy 
dx = f(x, y) (3) 


y| x=x, 一 yo 
其 中 J(x， 了 7) 在 全 平面 连续 ， 并 且 关 于 7 满足 Lipschitz 条 件 : 
se 58 


[fCx, yD- x, y,)| <L| y, — y, l 
(Z 为 定常 数 )， 则 过 点 (xo， MISE (9 有- 条 且 只 有 一 
条 积分 曲线 。 

证 问题 (3) 等 价 于 解 下 述 积分 方程 


y(x) = + | f(t, y(t))dt 


取 6>>0， 使 得 L6 一 1， 用 CLx。 一 Ô, Xo 二 9] 表示 区 间 [xo 一 
Xo+0]j 上 全 体 连续 渗 数 作成 的 空间 。 定 义 映射 
T, C[x,- ô, x, +0ó]——>C[x, — 0, x, + ó] 


ô, 


或 T, yG) y + f ftt, y(t)]dt 


则 Ty(x) =y + 人 E, ?>(D)at 在 区 间 [xs- 6，xo+ 的 上 


连续 ， 所 以 


ATY TYs) =max ,| cy + f f(t, yi(t)dt] 
- Ly, + f ft, yar] 


< max f |fG, yt)) fet, Yalt) )| dt 


Ize 8 
< max ， f L| y, (t) — yx (t) lat 
lx zl 5 7 x, 


=<Ló max, yD —y,CD 1 


|z- x. 


= Lô ay ， Ya) 
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因为 LO<1， 故 T 是 压缩 映射 ， X S BJCLx, — ó, Xo 十 D0]( 在 一 
歌 度 量 下 〉 是 完备 的 ， 由 定理 7,.3， 必 有 y*(x) 使 得 


y*(x) = Ty* (x) = y, + it, y*CtD)dt 


于 是 y* (x) 是 方程 ( 3 ) 经 过 点 (Xos Yo) 的 唯一 的 一 条 积分 曲 
线 。 

7.5 | (Fredholm 积分 方程 );， 假 设 i(s) 是 [a, b3 
间 上 的 已 知 达 续 函 数 ， 核 K(s .1) 为 正方 形 a<s<b，a<t<b 
上 已 知 连续 函数 ， 存 在 常数 M>>0， 使 得 


j |K(s, t) |i<M< + co 


Wla |< 1/MW, 必 有 唯一 的 CS) € C[a, b], 满足 Fredh- 
-olm 积分 方程 f 


9G) = 了 G)+ 4) KG, Dear (9 
证 定义 映射 T，CLa,bJ] 一 >CEa, b3, 
亦 即 T， po fes) +a [° K(s, Dodt, e=M]å], 
则 c<1， 对 于 任意 的 9 P CC[a, bJ, 28 


f: "h 
` d(Te,, Te) = max, [roat Kissi), di | _ 


, b ' 
I | F(s) + | K TOROI 
<| å |max T IK(s,t)| | p Ct) — pCt) | dt 
a< a <bJa , 


<: é H ° 


<J 4 |M max | Pı Cs) — PaCS) 


=aå(Pi, P2) 
因此 T 是 CLa，b] 中 的 压缩 映射 ， 再 由 CLa，b] 的 完备 性 ， 必 
有 唯一 解 p*(s)， 满 足 方程 (4)。 

实用 中 ， 定 理 7.3 中 的 条 件 还 可 以 放宽 一 些 。 

7.6 推论 ”假设 度量 空间 X = (X，d) 是 完备 的， B, 
天 一 > 和 是 一 已 知 映射 ， 车 存 在 正 整 数 n， 使 得 B X—>X 
是 压缩 映射 ， 则 映射 B 在 X 中 有 唯一 的 不 动 点 。 

证 令 A4=B*， 由 假设 ， 信 是 X 上 的 压缩 映射 ， 又 空间 X 
完备 ， 由 定理 7.3， 必 有 不 动 点 x*， 使 得 x*= hx*。 下 面 来 
证 明 x* 亦 是 映射 B 的 不 动 点 。 

因为 AB= B". B= B"*! =B. B'= BA, 于 是 A(Bx*y= 
B (Ax*) = Bx*， 说 明 Bx* 也 是 4 的 不 动 点 ,但 由 定理 7.3, 压 
缩 映 射 4 的 不 动 点 是 唯一 的 ， 必 有 x*= Bx*， 关 此 x* 是 记 的 不 
动 点 。 | | 

.现在 来 证 明 x* 是 映射 B 叭 一 的 不 动 8, E SX EE B W 
不 动 点 ， 则 有 % = BX, TJ, BX =B"1(BX) = Bei% 
= … =Bx= x， 所 以 x 也 是 4= Br" 的 不 动 点 ,但 是 4 只 有 唯 
一 的 不 动 点 ， 于 是 X% = xs, | 

作为 推论 7.6 的 应 用 ， 我 们 来 研究 U.Volterra 积 分 方程 
解 的 存在 与 唯一 性 问题 。 

11 例 ， 设 K(sy 为 是 定义 在 三 角形 区 域 .4o<s<by a<t 
<s 上 的 连续 画 数 ， 则 Volterra 积 分 方程 

TOEGAAN KCs,t)x(t)at . (5) 


°. GE ° 


对 于 任意 已 知 函数 fs) ECLa，b] 和 任意 常数 1、 存 在 唯一 解 
x*(s) C C[a, b], 
šE EEST; Cra, b]——C[a, bJ, 2FBH 


T. X (S) F> fe) a [° K(s,t)x(t)dt 


则 对 于 任意 的 x;(S)，xs(s) EC[a，b]， 有 


| Tx, (s) ~ Tx,(s) | = af KCs,t) |x) - xC Jat 


<] å |M(s— a)max | x,(s) — x, (S) | 
asach ! 


=|4|M(s-—a)d(x,, x,) (6) 
其 中 M = max K(s,t) 
| 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
| T"x, (s) — T"x,(8) < AG dx x,) (7) 


当 n= 1 时 ， 已 证 ， 即 (6) 式 。 假 设 n =k 时 ， 有 


| |A iMi (s-a) , 
kı 


Thx (s) — Tix,(s) | < dX, Xa) 


Win = k + 1 时 


二 Ts+1xi(S) — Tkt1x,(s) |=] A| 


f Ks,t) Tx, - 


Tix (t) Jas 
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f (t—aykdt 


d(x,, X) 


[å | 和 LAMA+ICS —ayh*1 
(k+1)1 


所 以 ，(7) 式 对 于 一 切 自然 数 n 成 立 ， 于 是 


d (xiyx2) 


d(T"x,, T"x,) = max 


a<s<b 


T"x, (s) 一 Tr"x,(s) 


< | å |'M"(b — a)" 
nl 


因此 ， 对 于 任何 常数 4， 总 有 充分 大 的 xn， 使 得 


= LA|"M"(b- a)" 
a = n! <1 


这 说 明 T" 是 C[ae，b] 中 的 压缩 映射 ， 由 推论 7.6， 方 程 (5) 存 
在 唯一 解 x*(s) ECLa，b]。 
习 = 
1。 假设 1 是 区 间 Ca，bJ 上 的 实 值 、 具 有 二 阶 连续 导数 的 函数 ,又 
X 是 ] 在 (4a,b) 内 的 零点 ， 证 明 由 下 定义 的 


KEN) 
F (Xa) 


d(x; 9 x,) 


Xari =8(x,) 。 g(x,) =x,— 


是 x 某 邻 域内 的 压缩 映射 。 
2, SX={xER |xZ1)ce=R, T, X—-XE X JT x=x/2 +1/x, 
证 明 T 是 压缩 映射 并且 找 出 最 小 的 a。 
3。 BIEC, =| y 上 决定 ， 则 它 满足 Lipschitz 条 件 吗 ? 
4。 用 和 迭代 法 解 积分 方程 
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1 
x(s) =v(s) + z Í etx(Ddt (lu l|<1) 
0 


5. REAK, s) 
x Oxs) 


K(x, s)= 
[, (s<x=1) 


1 
REDE 9(X) 一 证 | Ka, sood= 上 的 近似 连续 函数 解 ， 其 
0 


误差 不 超过 10““。 
6。 设 T 为 完备 度量 空间 X 到 X 的 映射 ， 如 时 


_: d(T"x, T"y) 
=int SPA, y) < 


则 T 存 在 唯一 的 不 动 点 。 
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PoR MEZE, Banach H] 


特别 重要 而 且 有 用 的 度量 空间 是 一 个 线性 空间 并 在 其 上 
引入 范 数 而 作成 的 赋 范 空间 ， 如 果 它 还 是 完备 的 ， 则 称 为 
Banach 空 间 。 赋 范 空间 ， 特 别 是 Banach 空 间 以 及 定义 在 其 上 
的 线性 算 子 理论 是 泛 函 分 析 理 论 的 精华 部 份 ， 并 且 有 着 重要 
WEH. . 

距 范 空间 的 一 般 定义 晤 在 1820 一 1923 年 闻 ， 分 别 H S. 
Banach, H.Hahn, E.Helly, N, Wiener 先 后 独立 引入 的 ， 
在 1930 一 1930 年 间 ， 赋 范 空 间 的 研究 构成 了 当时 泛 函 分 析 的 
主要 内 容 ， 这 一 时 期 的 主要 工作 总 结 在 1932 年 出 版 的 Banach 


的 专著 《Theorie des opérations lineairesy 中 。 


$1 线性 空间 


11 定义 ”假设 X 是 一 个 非 空 集合 ， 在 X 中 规定 了 线性 
证 算 一 一 元 素 的 加 法 运算 和 标量 (实数 或 复数 》 与 X 中 元 索 
的 乘法 ， 满 足下 述 条 件 ， 
. CI) XATAR Abe, TEE 
x, y, ZEX, FEU CX, Ru =x +y, #2gx:35Sj y BU il, 
适合 

(1) FE; y+x=Xx+y; 

(2) £ ËR, (x+y)+Z=x+(y+z); ° 

(3°) 和 中 有 唯一 的 零 元 9, 对 于 任意 的 xEX 都 有 x+6= 
0+x=%X; 
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(4°) ”对 于 任意 的 XEX, 存 在 着 唯一 的 元 素 x’ EX, 使 得 
x+X' =x +x=0, MRX 为 元 x 的 久 元 ， 记 为 ~xX。 

(lI) 对 于 任意 的 元 Xx EX 和 任意 标量 《实数 或 复 数 ) 
a, Be K(R 或 C)， 使 得 ex C X, 则 称 ax 为 标量 4 与 元 x 的 标量 
积 ， 满 足 

(5°) lsx=xe1=x; 

(6°) a(Bx)= (aB)x 

(7°) (a+B)x=ax+Bx, a(x+y)=ax+ay, 
则 称 X 为 标量 域 K 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 ,也 称 X 的 元 为 向 
量 。 若 标量 积 取 自 R 上 ， 则 称 X 为 实 钱 性 空间 ， 若 标量 积 取 
自 C 上 , 则 称 X 为 复线 性 空间 。 

注意 ， 一 般 在 不 致 引起 混淆 时 ， 以 后 我 们 不 加 以 区 别 数 
0 与 零 向 量 9， 统 统 用 0 表示 。 和 否则， 我 们 必须 用 6 表示 E 向 
量 。 ' l š 

1.2 SER” 对 于 任意 的 X= (8, Š l, E) Y= 
Chis Netts Na) 定义 两 种 代数 运算 为 . 

x+y=(Ë tT Š, Tho + atn) 

ax = (0Ë,, aË,, + a8,) “~. (@ER) 
容易 验证 它们 满足 定义 1.1 中 的 (1") 一 (7")， 所 以 欧 氏 空 间 
R" 是 一 个 实 线性 空间 。 5 

1.3 ”空间 C* 对 于 任意 的 x= (Š, Ë, É, Y5 Ms 
Tp，…1.)， 以 及 任意 标量 4 EC， 定义 两 种 代数 运算 为 

x+y= (& +T, Eth "°, En tM)» 

ax= (Ë, ar …0E。)， 

易 知 ， 西 空间 C* 是 一 个 复线 性 空间 。 

1.4 ”空间 CLa，b] 是 一 个 线性 空间 ， 其 上 的 线性 运算 
如 下 定义 ， 
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(Xx+y)(t) =x(t) +y(t); 
(ax) (t) =ax(t); 
其 中 x(t), y(t)€C[a, bj, a€ K, 
1.5 空间 1? 对 于 任意 的 x= (8&,) EW,， y= (WM)E1?， 定 
义 其 线性 运算 为 
X+y= (EE; +n) = (É tn, S. TT, ©) 
ax = (aË,) = (aEl, aE,, +) 
其 中 eEK 是 任意 标量 。 因 为 由 p= 2 的 Minkowski 不 等 式 ， 有 


1 
+ > 
+ 


(£ stni?) <(5 lad) (E: Inle) 


< + co 

得 到 x +yEW， 而 ax EV 最 然 ， 所以， 前 面 定义 的 线性 运算 
是 合理 的 。 容 易 检验 定义 1.1 中 (1 ) 一 (7") 成 立 ,， Ait, PE 
一 个 线性 空间 。 

其 元 是 序列 的 其 它 线性 空间 还 及 ，W?， 其 中 1 志 p 过 
+o, UES, 

WMEXEŽRK LOREZ, YAIEXHT 集 ， 使 得 
对 于 一 切 yy，y。 EY 以 及 任意 标量 4，BEK， 总 有 Qyi + By, G 
Y， 则 YY 成 为 一 个 线性 空间 ， 称 为 X 的 子 空间 。 这 里 ，Y 中 的 
两 个 线性 运算 与 X 中 的 相同 。 

显然 X 和 Y = {90} CX 都 是 XX 的 子 空间 ， 称 为 X 的 军 凡 于 
空间 。 线 性 空间 X 除 了 平凡 子 空间 以 外 的 子 室 间 称 为 XX 的 真 
于 空间 。 

例如 ，Rs 是 一 个 实 线性 空间 ， 其 上 的 两 种 线性 运算 为 : 
对 于 X= (Š, 8,, Bs) y= (n, To Ts); 

x+y= (Š, +ñ, E+N És +N) 


e67 。 


ax = (QE, QE,, QE,) 
Hh, ER。 令 Y 是 形 如 z= (Š, 0,0) 全 体 元 作成 的 集合 ， 
在 上 述 运算 下 ， 构 成 Ri 的 一 个 真子 空间 。 
假设 Y,，Y, 都 是 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,， 则 Y, NYA 
是 X 的 线性 子 空间 。 一 般 地 ， 如 果 Y;CX(i=1，2，… ) 都 是 


XX 的 线性 子 空间 ， 则 ZZ = n Y; 也 是 X 的 线性 子 空间 。 反 之 ， 


YUY; 则 未 必 是 XX 的 线性 子 空间 。 读 者 自 证 。 

AX ESBEEZ BJ, Xi x,, s x,C€ X, HF, +, 
On € K (XWJ5nR EL EQ) , M EROX, + a,x, + … 二 onxm 为 向 量 组 xl， 
x:，…，Xn 的 线性 组 合 

如 果 任 意 非 空 = 子 集 MCX， 则 的 向 量 的 一 切 有 限 线性 
组 合作 成 的 集 叫 作 必 的 生成 集 ， 记 为 SpanM =Y。 显然 YX 
必 是 XX 的 一 个 子 空间 ， 称 为 内 M 生 成 的 子 空间 。 

例如 ; 设 X=R’, e, =(1, 0, 0), e, = (0, 1, 9》 则 
span(e,, e,)=R°, 

1.6 定义 在 线性 空间 和 中 ， ar> .个 向量 xi， xz， - 
…。X, 作 成 的 集合 4、 如 果 关系 式 

aX + G,X, + = AX (E) 

成 立时 (其 中 ， 人 "0 是 标量 )、 唯 有 91 = 的 = 二 90。 
则 称 集 4 是 线性 无 关 的 。 否 则 称 4 是 线性 相关 的 。 此 时 ， 存在 
着 不 全 为 零 的 r 个 标量 使 得 ( 工 ) 式 成 立 。 

X 的 任意 子 集 4 叫 作 是 编 性 无 关 的 ， 如 最 4 的 每 一 个 非 塞 
有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 。 如 果 人 不 是 线 生 起 关 的 ， MH 
是 线性 相关 的 。 

贝 定义 1。 6, 容 易 推出 这 样 一 个 事实 : 如 果 A = {Xi te 
x,} 是 线性 相关 的 , 则 至 少 有 4 中 的 一 全 向 量 可 以 表示 成 其 它 
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拘 量 的 线性 组 合 。 例 如 ， 如 果 ( 1 ) 式 成 立 ， 且 4, 关 0， 则 4 
线性 相关 ， 并 且 有 


a a _ 
x = 一 iy, — 4x, = w — L x -i 
r z, a, 


利用 线性 无 关 和 线性 相关 狗 慨 念 ， 可 以 确定 线性 空间 的 
维 数 。 

1.7 定义 线性 空间 X 称 为 是 有 限 维 的 。 如 果 存 在 着 
正 整数 n， 使 得 和 包含 个 向 量 的 线性 无 关 集 ,而 太 中 任意 &+1 
个 或 更 多 的 向 量 的 集 都 是 线 手 相关 的 。 数 壮 叫 做 空间 和 的 维 
数 ， 记 为 n= dimX。 由 定义 ， 关 = {9} 是 有 限 维 空 间 ， 并 规定 
dimX = 0。 如 果 X 不 是 有 限 维 空间 ， 则 称 X 为 无 腿 维 线 性 室 
间 。 

在 泛 函 分 析 中 ， 我 们 对 无 限 维 线性 空间 比 对 有 限 维 线性 
ZAER, Phu, Ca, bj, I, Pe. B[a, b] 等 都 是 无 
限 维 线性 空间 ， 而 R' 和 C" 剖 是 n 稚 线性 空间 。 

如 果 X 是 n 维 线性 室 间 ， 则 XX 中 的 线性 无 关 的 个 向 量 的 
集 称 为 X 的 一 组 医 ， 并 且 空 间 X 中 网 每 个 疝 量 x 都 可 议 经 由 其 
向 量 唯 一 的 线 狂 表示 : 

x=a,e,+ea,e, + +e 
例如 ， 空 间 R" 有 一 组 基 是 
e,= (1, 0, +, D) 


e,= (0, 0, =, D) 
有 时 ， 称 它 为 R'" 的 规范 基 。 
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$= BC X, @XrR— E 2 fE, 3FEH XH EZE, 则 称 
B 为 线性 空间 X 的 一 组 Hamel 基 。 这 就 是 说 ， 对 于 任意 的 XE 
XX， 必 有 正 整 数 r， 和 Xl，X2，**…，X:EB, aú G, "Or € 
K, 1E 

X =G, x, + a,x, + +a x, 

Hamel 基 是 有 限 维 线性 空间 中 基 的 推广 ， 如 果 X 是 有 R 
维 空间 ， 则 Hamel 基 即 通 常 的 基 。 但 是 。 在 无 限 维 空间 中 ， 
Hamel 基 不 是 通常 意义 下 的 基 。 

1.8 命题， 任何 线性 空间 X 关 {9} 都 有 基 。 

此 命题 在 有 限 线性 空间 中 是 显然 。 而 对 于 无 限 维 空间 ， 
存在 性 的 证 明 必 须 使 用 Zorn 引 理 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 其 
它 有 关 文 献 ， 这 里 证 明 从 五。 

1.9 定理 假设 X 是 n 维 线性 空间 ， 则 X 的 任意 真子 空 
间 Y 的 维 数 必 小 于 nt。 

证 ”如果 n =0， 则 X= {09}， 它 没有 真子 空 同 。 故 可 设 
n>1, XYcCX, ÚW 56 2k3SdimY<dim X=n。. 下 证 dim Y< 
H， 如 若 不 然 ， 有 dimy =n, FÆX=Y, FA. KAY rh £ 
意 线性 无 关 集 的 向 量 个 数 必 小 于 ua， 故 dimY<m。 


习 题 


1。 在 Rs 中 指出 4={(1，1，1)，(0，0，2)} 的 生成 子 空间 . 

2. WE: (1, t, B, =, ty E[]BJCC(a, b) 中 的 一 个 线性 无 关 
的 集 。 

3。 证 明 ; 使 用 寻常 的 加 法 和 乘法 ， 全 体 实 数 集 形 成 一 维 实 线性 
空间 ， 而 全 体 复 数 集 形成 一 维 复线 性 空间 . 

s 如 果 Y 了 各 2Z 都 是 线性 空间 X 的 子 空间 ， 证 明 Y 价 Z 也 是 X K F 
空间 ， 但 YU Z 不 一 定 是 X 的 子 空间 ， 举 例 说 明之 ， 
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5. WRAS 是 线性 空间 X 的 任意 子 集 ， 证 明生 成 集 SpanA 是 
X 的 线性 子 空间 。 
6. 证 明 : 所 有 2X 2 方 阵 形成 一 个 线性 空间 X。 确定 dim 关 , 找 
出 它 的 一 组 基 ， 给 出 和 的 子 空间 的 例子 。 所 有 对 称 矩 阵 xeX 形 成 一 个 
子 空间 吗 ? 所 有 奇异 矩阵 呢 ? 
7. 证 明 二 向 量 空间 的 Cartan 积 和 一 XXX 形成 相同 域 上 的 线性 
空间 。 如 果 定 义 二 代数 运算 如 下 ， 
(Xi, XD HOY YD 一 (Xi Yi X +Y) 
G(Xi, x) = (ax,, ax) 
Ex, x € X,, x,, y,€ X,. 
8. 令 Y 是 线性 空间 X 的 线性 子 空间 , 元 xeX 关于 Y 的 陪 集 用 x+ 
YY 表示， 定义 成 
x+y=í(v| V=x+y, YEY} 
证 明 不 同 的 陪 集 作成 XX 的 一 个 分 类 。 并 证 明 在 下 述 代数 运算 时 
(w+Y) +(x +Y)= (w -x) +Y 
a(x+Y)=ax+Y 
kus NE E RER RE 22 HJB036. Jezik X3eFY0yW EI, RRX 
Y。 它 的 维 数 称 为 的 余 维 数 ， 记 为 codimY ， 亦 即 
codimY=dim(X/Y) 
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通过 前 面 的 讨论 容易 看 出 ， 在 很 多 情况 下 ， 一 个 线性 空 
闻 X 可 以 同时 是 度量 空间 ， 因 为 在 其 上 可 以 引入 度 量 4。 但 
是 ， 如 果 代数 结构 与 度量 之 间 毫 无 关系 的 话 ， 我 们 就 不 能 指 
望 建立 起 一 个 有 用 的 ， 将 代数 方法 与 度量 概念 联系 起 来 的 理 
论 。 为 此 ， 我 们 在 一 个 线性 空间 中 ， 首 先 引 入 一 个 新 的 办 助 
概念 ， 范 数 。 然 后 借助 于 范 数 得 出 所 期 望 的 度量 94， 这 个 想 
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法 ， 导 出 了 赋 范 空间 的 概念 ， 结 果 是 赋 范 空间 又 为 一 个 极为 
丰富 又 十 分 有 趣 的 理论 提供 了 和 基础， 同时， 它 又 足以 包含 许 
多 特别 重要 的 具体 模型 。 这 就 使 得 它 成 为 泛 函 分 析 中 最 重要 
一 类 空间 。 
2.1 定义 设 X 是 域 乓 ( 实 的 或 复 的 ) 上 的 线性 空间 ， 如 
果 对 于 每 一 个 元 xEX， 都 有 一 个 确定 的 非 负 实数 jxl 与 之 对 
E, METRA: 


N1) lx] >0; 

(N2) lx] = 0 当 且 仅 当 x= 0; (1) 
<N3) llaxl =|e| lixll EK); 

(N4) lx +ylsiix] + llyll (三 角 不 等 式 ) (了 EX) 


则 称 X 为 研 范 线性 空间 ， 简 称 为 旗 范 空间 ， 记 为 (X， | + | 
或 X，jixl 称 为 元 xEX 的 苑 数 。 

WRX, le | 是 完备 的 〈 指 由 范 数 所 决定 的 度量 而 
A) MPX, |e 作为 Banach 空 间 。 | 

注意 ， 如 果 给 定 赋 范 空间 (X, eD WX 必 是 一 个 度 
量 空间 。 因 为 利用 范 数 | .| 容易 决定 出 摩 量 4。 对 于 任 R 的 
XxX,yEX, 定 义 

d(x, y)= ll x-yd4 

其 实 范 数 | zl = lx — | = dex, 0) 即 元 x 到 零 元 6 的 距离 ， 
这 正 是 平面 Rz 和 空间 R? 中 向 量 长 度 概念 的 推广 。 

容易 推出 一 个 常用 的 不 等 式 ， 


| ixi- iyi sn o D 


从 前 面 的 讨论 已 经 知道 ， 任 一 赋 范 空间 中 的 范 数 都 可 以 
teetti, KAK., EMA E AMR kša 
得 到 码 ? 请 看 以 下 命题 。 
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2.2 命题 设 任意 的 x yCX, a, BEK, MJ FF Ë 
C», “) 由 范 数 | ° i 决定 的 充 要 条 件 是 下 述 关系 式 成 立 : 

d(x, y)=d(x—y, 0), d(ax, 0)= |a| d(x, 0) (3) 

证 必要 性 。 定义 d(x, y)= |x-—yl, WWülx] = d (x, 
0)，d(x，y) 满 足 (3) 式 。 因 为 d(x，y) = |x-yl[ = d (x-y, 
0); d(ax, 0) +leax|]| =|el ix] =l|aldo,.0). 

充分 性。 车 度 量 Q(x，y) 满 足 (3) 式 ， 则 上 |xll = d(x，0) 是 
一 个 范 数 ， 这 只 需 检 验 范 数 四 公理 成 立 。 因 为 |xl| = dG, 时 
之 0，(N1) 成 立 。 又 lxj| = 0 当 且 仅 当 &d(%;，0) = 0, 等 价 于 x= 
0, 故 (N2) 成 立 。 由 于 laxjl = d(Cax,0) =] ajd(x,0)= fe } Ijäs 
其 中 &EK。 所 以 (N3) 成 立 。 最 后 ,由 ||x+yl = d(x +y; 0) = 
dix- (~y), 0)=d(x, —y)<d(x, 0)+d(0, ~y)=d(%s 
0 +dé(—y, 0y= lx] +i ~1lay, 0) = xl + yl. 

88 Gs eh k ease ga qas * BJ 88 E 38 
条 件 。 

2.3 命题 赋 范 空间 (X, Io DTAS 
足下 述 性 质 ， 对 于 所 有 的 x，yEX 和 国定 的 acEX， 以 及 任 
已 的 aEK， 有 

CI) d(x+a, y+a)=d(x, y) (平移 不 变性 ) U) 

(I) Alax, ayy=]|a]| d(x, y), 

E PAR: | 

d(x+a, y+a)=|(x+a- (y+a)ll| = |x- yl|| = d(x,y), 

d(ax, ay)=|ax-ay|[=l1e@e| |x<-—y[|[=l[a] d@, yý 

MAR. 2382.3, @ 526 kaa 2s aj, Ë 
们 不 是 赋 范 空间 。 

2.4 STREMA, W= (ir 0 O js WER 
E-A E h Riy B4 5, 显然 *EBy NRA 3 
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ñil 


— 1 ]2-0 1 
d(2x, D=} 2 T +r]2E, 0] 3 


但 


24(x, 0)= 2 > 2 EIT = 


所 以 

d(2x, 0)==2d(x, 0) 
由 命题 2.2 知 ，s 不 是 赋 范 空间 。 

通过 上 面 的 讨论 ， 我 们 必须 对 范 数 与 度量 的 概念 和 它们 
之 间 的 关系 有 一 个 清晰 的 认识 。 当 然 存在 着 很 多 的 斌 范 空间 
和 Banach 空 间 ， 这 里 所 说 的 完备 性 是 对 于 由 范 数 | e | 产生 的 
度量 d(。，…) 之 下 来 定义 的 。 

2.5 欧 民 空间 R" 和 西 空间 C" 都 是 Banach 空 A, 其 范 数 
定义 成 ， 对 于 任意 X= (Š, Š, sË)» 


Ixl= (5 ea) = IEI dt yoa alta 
车 xER"， 则 5,(i=1，2，…，n) 是 实数 ， |ë, | 表 绝 对 值 ， 若 
xEC:， 则 &,(i=1，2，…，n) 是 复数 ，| ,| 表 复 数 的 模 。 这 
时 ， 
| d(x, yy=|<-yl| = v r- R+- ti lén nt? 
其 中 y= (m, na s M) W 3in= 3 时 ， 对 于 X= (Š 
E ËD € R°, WI 
Ax = ww 本 十 有 二 
这 就 是 熟知 的 三 维 向 量 的 长 。 
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2.6 空间 !# (1<p< + co) 也 是 Banach 空 间 ， 其 范 数 
为 
1/p 


Ixi =( 42) (6) 


其 中 x= (š,)€ 1?。 使 用 Minkowski 不 等 式 立即 推 得 三 角 不 等 
式 (N4)。 由 它 导出 的 度量 为 


1⁄p 


do y) (于 É wP) 


r= 1 


这 里 ， y= (ë) €I, 
2.7 ”空间 让 是 Banach 空 间 ， 范 数 为 


lx = sup| š, (7) 
2.8 空间 CTa,b] 是 Banach 空 间 ， 范 数 为 
x] = max | x(t)| (8) 


2.9 ”空间 CL0，1] 是 赋 范 空间 ， 但 非 Banach 空 间 , 其 范 
数 定 义 成 


lxl=|, 1x0) jdt (9) 
注意 ， 在 区 间 [a，b] 上 全 体 连 续 实 值 函 数 作成 的 空间 X 
是 一 个 赋 范 空间 ， 其 范 数 为 
x 
Ixl- (| terar ) Í ao) 


其 中 x (t)EX。 这 个 空间 是 不 完备 的 。 利 用 第 一 章 例 5.9， 
取 [a， D]=[L0， 1]， 在 由 (10) 决 定 的 度量 下 ， 该 序 z D 是 
Cauchy 序 列 ， 因 为 ， 当 ?之 m 时 
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(n-m)? 
3mn? 


l! x, — x,, |Ë =f EA — x, (t) | a= 


但 在 此 度量 下 ， 序 列 {x,} 不 收敛 ,其 证 明 与 例 5.9 同 。 显 然 ， 
对 于 在 区 间 [a，5] 上 ， 也 可 以 造 出 类 似 的 例子 来 。 

另 一 方面 ， 由 第 二 章 定理 6.2 知 、 空 间 X 可 以 完备 化 , 它 
的 完备 化 空间 表示 成 LzCa， 轨 ， 这 是 一 个 Banach 空 间 。 实 际 
工 ， 匀 上 的 范 数 和 线性 运算 都 可 以 延 拓 到 X 的 完备 化 空间 上 ， 
正如 下 一 节 定 理 3.3 所 指出 的 那样 。 f 

RECARO, b) Ep(p>1) ;X2y aT 3105 3246 PH 2 
的 全 体 作成 的 集 表 成 IL?C[a， 忠 , 则 对 于 任何 x(t) ELC, bJ, 


有 | Ix hat<+o0。 

2.10” 引 理 (H6lder 积 分 不 等 式 ) ikp>1, 二 + 二 = 芭 
XG C Dra, b), g(t) ELCA, b), MEOE ELCA, b), 
并 且 有 

n ' b 1 让 
f rogoi f roa) 


1/4 


(f isola) aD 


ip ”如果 f(t)，g(t) 至 少 有 一 个 为 0， 不 等 式 (11) 88 
REZ. AEDO 0, g(ty=0, 
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则 全 rppa>o f’ ls lao 
FKA 


oos AD oae aa D O 
PJ fo tf lrat 1J [ols (ha 


在 第 二 章 引 理 2.1 中 、 取 A 人 =|9(t)1:，B= |Y), 代入 Yo- 
ung 不 等 式 ， 得 到 


OLORE leot + wok a2) 


因为 PE, Y ELC, b), AOD, EEH 
PYA) EL[a，b]， 因 而 推 得 1(t)g(t) ELCa，b)。 再 在 (12) 
式 两 边 积 分 之 ， 得 到 


b b b 
f leawo jars f OL ara | ON a 


=1 


从 而 有 
1⁄ 1/4 
[tee ar (f'irora) (fiora) 


注意 ，H6lder 积 分 不 等 式 (11)， 我 们 是 在 Riemann 积分 
的 意义 下 给 出 证 明 ， 当 然 ， 此 不 等 式 在 Lebesgue 积 分 下 仍 成 
Xo 
当 p= 2 时，Helder 不 等 式 (11) 又 称 为 Byaako6cxn 不 等 
As H 
e77 e 


Ñ b 1/2 b 1⁄2 
J aysay a c(| tow pa) (Ü lec pas) 


(13) 
2.11 引 理 (Minkowski 积 分 不 等 式 ) pl, 10), 
E(t) EL’Ca, b3, WFE) g(t) € LP (a, b, HE 


1 


(f O +80) a) < Hp Jdt) ni 


fb Hp 

(| oita) (14) 
证 当 p= 1 时 ， 显 然 有 

b b b 

| F + g(t) | d< | Hoaf jg(t) | dt 


AOKC14)5k3r, PFEP, AAF), glt) € Le(a, b), 
WF + g(t) € rra, bD (证 明 看 2.12)， 于 是 


f {f(t) +g(t) ladt< + co 


b ó 
同时 | ICG +8(+D)D what= | L101) +8( 1) Hat 


十 cc 


AE, CI) +g(t)De/2C La, bJ, H35[EE2.10, EA 


f [FŒ [| fE) + g(t) “a< ( | | fe) pai)” ° 
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(f IG) +a] dt) 


-. 98. 


同 理 ， 有 
pla lp 


f |gGt]11fO0) +g (t| d<(| lgt) |° dt) 。 


1/4 


[roroi a) 
所 以 


b b . 
jf |f) +gCt)|*dt= | |C) + gC HFC + g( sdt 


b b . 
<| {fC HFCt) + g(t) |a dt +| [gCt) ft) + gt sat 


<C(f ro ra) +(f le pa) 3- 


l/o 


(f IE) + g (t> |P dt) 


上 不 等 式 两 端 同 除 以 右 端 最 后 一 个 因子 ， 并 注意 到 1-.1/q= 
1/p， 最 后 得 到 
b 17p b 17p 
(f 11 + 8 Ct) Lrat) <(| |C) dt) + 


1/p 


CT | g(t) ear) 


利用 引 理 2.11， 容 易 得 到 空间 L?[a，b。 
2.12 空间 Lero， 的 ”空间 L?fa，b 是 Banach 空 间 ， 其 
中 〈1<p 忆 +co)， 其 上 的 线性 运算 是 :对于 任意 BO x (D, 
y(t) EL’ (a, b), 以 及 oO c R, 
° 79 ° 


(X+y)(t) =x(t) +y); 


(aX) (t) =ax(t), (15) 
17p 
Ixl = (f ixe 1 ) Pdt) (16) 


于 是 ， 此 空间 上 有 度量 
1/p 


b 
a, y= |x-yl,= (J IXE) y(t ) | *dt) (17) 


证 ”对 于 任意 实数 4，B8， 和 p 之 1， 有 
|JA+B]|]e<( A |+ |B |))y><r2max( JA |, |B Jy 
<2°( A >+ |B |”) 
于 是 
ety p(x] + jy D°<2e( |x |° + ly P) 


所 以 


b / b 
| x +yCD jedrce | xc) dt + 


b 
| Ly) pa) < += 


这 说 明 (15) 式 中 定义 的 加 法 是 封闭 的 。 
另 一 方面 ， 


b 
f laxy + gyo Lrat<| ( |ax(t) |+ | By( t) |)*dt 


b 
<| 2e e je pece) pdt + | 2° 18 le Iy) bdr< + oo 


所 以 ax(t)+By(t) € LP(a, b), T£, La, b) 是 线性 空 
. 80 ° 


间 。 

容易 证 明 (16) 式 定 尺 的 范 煞 满足 公理 (N1)— (NA), JE, 
时 ，Minkowski 不 等 式 t14) 可 简 符 成 

lx + ylas hell + Hyll 

证 明 空 间 L?[a， 的 在 度 呈 (17) 之 下 是 完备 的 ， 要 用 到 一 
些 其 它 知识 ， 这 里 从 略 。 

特别 ， 当 p= 2 时 ，Z2[a， 妇 空间 是 一 类 极为 重要 的 线性 
空间 ， 以 后 我 们 称 密 汶 Hilbert 空 间 。 这 里 。 它 是 作为 CCa， 
2 空间 在 积分 度量 下 的 完备 化 空间 引入 的 。 


J 题 


1。 证 明 (5) 式 确定 了 一 个 范 数 。 
2. 设 关 是 全 你 有 序 实 猴 对 X== {8&1，82)，》 二 h, Tp)… 作 成 的 线 
性 空间 ,证 明 六 的 范 数 可 以 定义 成 
Hæll =l: + 82l; 
lx. = (E? + 2)1/2, 
[Ixil =max{ļġl, 18.1. 
3e BARREZ X0) E ATE È EE, TARRI 
定义 成 @(x， x)=0,d (x, y)=d(x, y)+1 (x=#y), WBA 不 可 
以 从 一 范 数 导出 。 f 
4. 证 明 : 线性 空间 X 关 {0} 中 的 离散 度量 不 可 以 从 一 范 数 导 出 。 
5。 证 明 ， 购 范 空间 XX 的 子 集 4 有 界 当 且 仅 当 存 在 正 数 C， 使 得 对 
FMA, xC. 
6. ( 凸 集 ) 线 性 空间 的 子 集 4 称 为 是 凸 的 ， 如果 x, VEA, WS 
B=í(zeX|z=ax + (1 —0)Y, 06<a< Ay aA 
BRu 作 以 点 x 和 点 y 为 边界 的 闭 线段 ， 其 它 的 点 子 叫 作 8B 的 内 点 。 证明， 
在 斌 范 空间 X 中 ， 闭 单位 球 B(0,1) = (xeX]l]sll<113 mak, 
O Te 假设 HDeE?Ea, b), geLKE, bJ, RE, PEER, 
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合 于 条 件 1/p 十 1/4= 1 ， 证 明 ， 
fgeL'ca, b3, HJE <ii 
8. ÇP, q, r= ES, WEZHLNP+1/4+1/r=1, 而 且 j， 
g, hOB TL’ Ca, b), Leca, bJ®ML' Ca, b), H, 
JgheLCa, b), |lfghll,<1lfll,llgl1l tlle 


8$3 赋 范 空间 的 性 质 


由 定义 ， 赋 范 空间 XX 的 子 空间 了 是 X 的 线性 子 空间 , 其 上 
的 范 数 即 诱导 范 数 ， 就 是 说 ， 把 空间 于 中 的 范 数 限制 在 Y 上 
而 得 到 的 。 但 是 ， 如 果 X 是 Banach 空 间 ， 则 其 子 空间 可 以 是 
赋 范 空间 ， 但 不 必 是 Banach 空 间 。 不 过 ， 由 前 一 章 的 讨论 ， 
可 以 得 到 下 述 定理 。 

3.1 定理 ”Banach 空 间 X 的 子 空间 Y 仍 是 Banach 空间 
的 充 要 条 件 是 Y 为 X 的 闭 集 。 | 

因为 赋 范 空间 必 是 度量 空间 ， 因 此 ， 关 于 序列 收敛 以 及 
与 收敛 性 有 关 的 概念 都 可 以 由 前 章 推出 ， 只 需 利 用 关系 d(x， 
y) = |x- yE T. 

CDREX = (X, D 是 赋 范 空间 ， 如 果 AA {x} E 
X 收 敛 ， 即 存在 着 xEX, 使 得 limllx。 一 x|| = 0, REE, 
并 且 称 x 为 序列 {x,} 的 极限 。 

显然 ， WRX, >X, 则 由 不 等 式 

Hæll- æl |< lx, — xl 

Ea lell Wim, l= |x |l, 

于 是 ， 映 射 上 ;XX>R， 或 上 -x —|x|E2:T x€ xE 
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连续 的 。 

又 设 {X,}，{y,} 都 是 X 中 的 序列 ，Xx，yEX， 若 x, 一 Xx， 
Yr >y, BUX, +y, >=x+y, 

如 果 还 有 0Q, CK, aCK, ayoa, WAX, —ax, RA 自 
证 。 

这 说 明 线 性 运算 关于 赋 范 空间 中 的 收敛 是 连续 的 。 

(HI) 赋 范 空间 X 中 的 序列 {x,} 称 为 是 Cauchy 序 列 ， 如 
RERED, PEANO, ERT 所 有 的 m, nN, #8 
有 

Ix, ~ x, || < (1) 

(HT) 无 穷 级 数 ”度量 空间 中 虽 有 点 列 的 收敛 性 ， 但 点 
之 间 无 线性 运算 。 但 赋 范 空间 既是 线性 空间 又 是 度量 空间 ， 
既 有 点 列 的 收敛 性 又 有 向 量 之 间 的 线性 运算 ， 因 此 ， 可 以 象 
在 微 积 分 中 那样 定义 无 穷 级 数 了 。 

iz (X, D 是 给 定 赋 范 空间 ， 序 列 {x, EX， 则 其 部 
份 和 为 


S, =X +X, te +X = YX, (2) 
k=1 


5984 AS kk, s.—s, Bpis., -sl|>0 (n—oo) 则 
称 无 穷 级 数 


X lx, = X, +X, + 
k=1 


AK, JL3n2Js, 2FEBB s= 2 Xho 


MREZA Y nlio MERR ERR. 
= 
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但 是 ， 在 一 般 赋 范 空 间 中 ， 绝 对 收敛 不 能 保证 级 数 ( 2 》 
收敛 〈 请 看 本 节 习 题 3) 。 

命题 ， 在 冉 范 空间 X 中 ， 绝 对 收 伍 蕴含 收 伍 当 且 仅 当 X 
是 完备 的 。 

(N) Schauder 基 ” 设 赋 范 空间 X 中 含有 一 个 可 数 元 列 
(e,)， 具 有 如 不 性质: 对 于 任意 元 x*EXX， 都 存在 着 众 一 的 
REAC, É 


x- ae, + +e,e,)|| = lx- Do oesl->0 (n-=co) 
&=1 


(3) 
则 Xe,) 称 为 空间 X 的 一 组 Schauder 基 。 
例如 ， 在 空间 lz 中， 有 一 组 Schauder 基 为 (e,)， 其 中 


en (0) L n = k; 
T \0, nk, 


亦 即 
e,= (1, 0, 0, ...) 
e,= (0, 1, 0, …) 
es= (0, 0, l, .-) 
e= (0, 0, 0, --0, 1, 0, ==) 
3.2 定理 ”如果 赋 范 室 间 和 有 一 组 Sechauder 基 5e.)， 则 
和 是 可 分 的 。 
证 ”我 们 仅 对 实 赋 范 空间 给 出 证 明 ， 在 复 空 间 可 以 称 类 
似 处 理 。 不 类 一 般 性 ， 假 设 les| = 1 (=l, 2... 


作 和 集合 E={ Y p e, RCN, p €Z, 1<h<n) 这 里 N 表 自然 
k=1 
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AE, Z3eOS PRES EA Es 0, ECX, HERZ, FHE 
在 X 中 黎 。 事 实 上 ， 对 于 任意 的 XEX， 则 x=} aes 这 里 


QER (R=1,，2，…)。 对 任 给 的 e>>0， 存 在 着 N(e)>0, 当 
n>N (Eeit, 有 


r- Danl<i BI 52 ae, |< 
因为 Z 在 尺 中 稠 ， 则 存在 庆 EZ (k=1,2,..10), 使 得 
|a=, | < 


mn, 


FN Y oe € E, Ai 
k-1 


x 


n. 


> REkR 一 Lae |= 


kig 


| 
| 


x (G, ~ PR) e, < 


= e € 
> ja, — ps lle, < ° h = > 


所 以 
x- X pel- x- Y? aert Y 1 ae- 22 p,.e,|< 
R=1 | | &= 1 Ri k=1 | 
| - | £ eë 
x= > a,e,|+ - Ë ae< 和 + 了 = 
k=1 


PiE, X 2. 
注意 ， 些 定理 的 逆 ， 即 任何 一 个 可 分 的 Banach 空 间 都 有 
一 组 Schauder 基 吗 ? 答案 是 否定 的 。1973 年 ，P.Enflo。 首 先 
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解决 这 个 问题 。 
3.3 定理 设 X= (X, bD 是 赋 范 空间 ， 则 存在 着 一 
个 Banach 空 间 X 和 等 距 映 射 T， 和 -> 全 性 全 ,并且 矶 = 全 ， 芒 在 
等 距 意 义 下 唯一 。 
证 ”由 第 二 章 定理 6.2 可 知 ,存在 着 完备 的 度 量 空间 XX = 
(X, d) MEERA T: X-W=T(X), HW # X Hh 
稠 。 同 时 ， 在 等 距 意 义 之 下 ， 基 是 唯一 的 。 所 以 ， 欲 证 明 此 
定理 ， 只 需 证 明文 是 线性 空间 ， 然 后 在 祥 上 定义 合适 的 范 数 
即 可 。 
考虑 任意 KX, Y ER, HERRE (x) € Xx #n(y,) € 
y， 上 既然 x 和 y 都 是 空间 X 中 的 等 价 类 ， 可 令 z,=x,+yw 
则 (z,) 是 X 中 的 Cauchy 序 列 ， 因 为 
||z, — Zall = lx +y, — (x,, + y,,) || < 
[Xn Xall + ly, — Yall 
取 (z,) 作 为 等 价 类 的 代表 ， 则 (z,) E 2， 叉 定义 * 与 的 和 
为 2， 因 此 2 = X + 了。 此 定义 与 属于 X 和 了 的 Cauchy FF 
列 的 选择 无 关 ， 实 际 上 ， 第 二 章 定 理 6.2 证 明 中 的 《1 ) 式 证 
Hs WME) n ) (In) ~Y Ds HM] (x,+y,)—(x,' + 
y, )， 因 为 
x, + y, 一 (x +y, )|[ <>, _ x, ii + lly, _ y, li 
同样 ， 定 义 标量 & 与 父 的 标量 积 为 <x ER, HU (0x) 
其 代表 的 等 价 类 ， 这 个 定义 与 浆 的 代表 的 选取 无 关 。x 中 的 
堆 元 是 包含 所 有 收敛 于 零 的 Cauchy 序 列 的 等 价 类 。 要 检验 如 
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此 定义 的 线性 运算 具备 线性 空间 所 要 求 的 性 质 (1") 一 (7*) 不 
会 有 什么 困难 。 于 是 发 是 一 个 线性 空间 。 再 从 定义 并 利 BT 


的 意义 ， 可 以 推 得 在 W. 上 从 久 中 诱导 的 线性 空间 的 线性 运算 
与 从 X 中 经 映射 了 决定 出 的 运算 是 一 致 的 。 


y = Tx€ WJ 8 2: Z |Y |l = llx||, EW LEHE g: EE. X 
限制 到 WW 上 的 了 ,因为 T 是 等 距 映 射 , 我 们 可 以 延 拓 范 数 || = |: 


到 究 上 ， 对 于 每 一 个 x E 例 , 令 1 = @ (0，x)，, 则 定 
义 2。1 中 的 (N1)，(N2) 显 然 成 立 。 而 (N3) 和 (N4) 可 利用 对 
攻取 极限 而 得 出 。 


习 Æ 


1。 在 丰 中 ， 设 了 是 只 有 有 限 多 个 非 零 分 量 的 序列 的 全 体 作成 的 
子 集 ， 证 明了 是 让 的 子 空间 ， 但 不 是 闭 子 空间 ， 

2。 证 明 : 在 赋 范 空间 中 ,Xs 一 >X,yn 一 >y 蕴 合 Xs 十 ya 一 ->X 十 
?7， 又 当 标量 w, 一 >4，x 一 >X 时 ， 蔓 含 Csx 一 >0GX。 

3。 证 明峰 范 空间 中 ， 绝 对 收敛 不 蕴含 收敛 。 

4。 证 明 在 Banach 空 间 中 ， 绝 对 收敛 级 数 是 收敛 的 。 

5。 ( 半 范 数 ) 线 性 空间 X 的 半 范 数 是 映射 p: X 一 >R, 满足 (N1)， 
(N3), (Na). WP =0, |p(y)—p(x)|<p(y—x). 

6。 设 了 是 赋 范 空间 (X, IDRATE, WAAS [B] X /Y 的 
alll. Æ 

ll x lo=infllxll 
xeX 

ErhXeX/Y, BBZEEyBDBS E, 

7. W: 在 题 5 中 ,使 得 p(X) = 一 0 的 元 xEX 的 全 体形 成 X 的 子 = 
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间 N， 并 且 商 空间 X/N 上 的 范 数 是 Allp (x), 其 中 xeX,， xe 
X/N. 

8。 ( 隋 范 空间 的 积 ) 如 果 (Xo Ild, Xz Iel) 是 两 个 赋 
范 空间 ,证 明 积 线性 空间 X= 二 XxX, 成 为 一 个 赋 范 空间 ， 如 果 定 义 范 
数 


jx 8 =maxcl x xl 2) (X=(X1, X2) ) 


$4 有 限 维 赋 范 空间 


在 很 多 领域 内 ， 有 限 维 赋 范 空间 是 特别 重要 的 ， 这 除了 
它 具备 一 些 特别 好 的 简单 的 性 质 以 外 ， 同 时 还 在 于 它 又 是 最 
容易 掌握 而 且 是 为 我 们 了 解 最 多 的 空间 之 一 。 它 在 逼近 理 
论 、 算 子 谱 理 论 中 有 着 重要 的 应 用 ， 又 常常 是 处 理 一 些 困 难 
问题 的 主要 工具 。 . 
4.1 引 理 假设 {Xi1， `... x, ERK LEREZ E X rh 
的 线性 无 关子 集 ， 则 存在 常数 C> 0， 使 得 对 于 任 选 的 标量 组 
Qs ° GC, 都 有 
ax, + +a,x,|2C(la,| +: + Jand.) (1) 
证 记 S= lal ++ R.J, 2S=0, Mel =0G=1, 
2，…，H)， 所 以 ， 对 于 任意 的 C>>0。( 功 式 成 立 。 不 妨 设 S 
0 MASERO ) 式 的 两 端 ， 得 到 


Q: 
ha poe + 
S s 


H8.x, + + BX, l >C 


hax, tee tas, 
s 


其 中 有 = G= 1, 2, es n), 并 了 且 有 


因此 ， 欲 证 ( 1 ) 式 成 立 ， 只 需 证 明 等 价 的 
let BC (DBl=1) (2) 


即 可 。 
假设 (2) 式 不 成 立 ， 这 意味 着 对 于 固定 的 C>0, 任意 选择 


WS tE B| =1698,, --, BABEI + + B,x,| < 
C。 于 是 ,存在 着 点 列 {yn} EX, lis Ya =B, +B, + 


e + Bmx, Cm=1, 2, +“) XED B®] = 1, EB 


i=1i 


[yal >0 oneo)。 由 REL |Bitol =1, BEIRO <1 


G=1,2, n;m = 1,2,…), 固 定 i, 数 列 (B,'")) = (B0, ®, 

DA 根据 Bolzano_Weierstrass 定 理 ,此 数列 必 存 在 着 
BTE FR 是 该 子 序 列 的 极限 。 我 们 用 (F|) RAFN 
类 可 中 对 应 于 标量 序列 8)) 的 收 贫 子 序 列 的 同 量 子 序 列 。 
萌 现 ， 对 应 于 收敛 极限 为 .的 标量 序列 《pm)) 的 子 序列 。 

(yim) 中 胡子 序列 (72n》 与 之 对 应 ， 继 续 这 个 作法， 第 如 
步 ， 得 到 序列 {ye} 中 的 一 个 子 序 列 (y...) = (yn Ye) 
宅 的 每 一 项 均 可 夷 成 


= rx, 
f= 


这 里 ， # > [Iz] =1, TARY mB: (m->co) ， 于 是 
f =1 : 


L eA Bl, HAL BI =1。 令 y= Lbk 
AKATERE Kum, # 


i 


ye 


yy, U), 一 > B.x, 
i=1 


1=1 


-| wo-eon| 


i=1 


< Ir -8 lx. 
<max||x,|| > ly, — Bi <e 
IRASE my = D Bixi。 但是， 因为 Bl = 1， 


所 以 BiG = 1, 2, =, n) 不 可 能 全 部 为 零 ， 而 且 集 {X1，x;， 
…,%,) 是 线性 无 关 的 , 故 有 Y 志 9。 另 一 方面 ,根据 范 数 的 连续 
H, KANI ,可 -> 人 1， 但 由 前 假设 ye>9， 所 以 jy 一 0， 然 
而 Fad 是 {yo} 的 一 个 子 序列 ， 必 有 |ywnll-~0， 再 由 极 限 
的 唯一 性 ， 有 ll yl = 0， 因 此 ，y=0， 这 与 y 冯 0 矛盾 。 

利用 这 个 引 理 ， 可 以 证 明生 面 的 主要 定理 。 

4.2 EE MEZA X 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 Y 都 是 
完备 的 。 特 别 ， 每 一 个 有 限 维 赋 范 空间 是 完备 的 。 

证 ”在 Y 中 ， 任 取 一 个 Cauchy 序 列 {ywn}EY， 下 面 证 H 
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WE 


— 
rm 


它 收 敛 于 yEY。 设 dimy =n，{e1，……e,} 是 Y 中 的 一 组 基 , WJ 
每 一 个 ys 都 有 唯一 的 表示 ;: 

yn =q, me, + +a, me, 
H J {Yaj Cauchy E7, (F25eə>0, FEAN), m,r 
—>N(e)Bh, Allyn- y l<e HBOK3AY51EE4.1, 必 存 在 常数 C> 
0, #FF—9B#Jm, ONCE), WE 


e>] yn 一 于 一 


n n 
sea 一 Pae, 
i=1 i= 


a >C > ja; ™ — a0] 
i= i=1 


因此 ， 

TAGET RO] <> Ja, (0) — a, G) < (i= 1, 2, 
s, A) 
说 明 这 n 个 数 例 | š 

(a ,(m)) = CASAA e, (2), -) (i=1, 2, `, n) 


都 是 Cauchy 序 列 ,再 由 标量 域 R 或 的 完备 性 , 必 有 二 23a. 和 ")= 


G, Gi=1, 2, `, ñ). 


定义 y= Yee, BRYCY. XE 
j» a 
Izl Z ame, 一 2 c,ei | 


-JÈ (om a,)€i | 
i=4 
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< e, m-a] le,l 


n 
< max le 中 > kt) -a;l <ë 
1<: =< i=l 


所 以 有 yw 一 >y， 再 由 (y。) 的 任意 性 ， 昔 含 了 完备 。 

显然 ， 有 下 面 定理 。 

4.3 定理 赋 范 室 间 X 的 任何 有 限 维 子 空间 Y 都 是 X 中 
的 闭 集 。 

值得 注意 的 是 ， 此 定理 仅仅 对 有 限 维 子 空间 成 立 ， 如 果 
是 无 限 维 子 空间 ， 此 结论 不 真 。 例 如 。X=C [0，1]， 了 = 
span {1，t， 刀 ,…}, 因 而 了 是 全 体 多 项 式 作成 的 子 空间 , 显然 
Y 不 是 XX 中 的 闭 集 。 例 如 


co t" 
et= > $Y 
n= 0 


有 限 维 室 间 中 成 立 着 一 个 十 分 重要 的 性 质 ， 即 在 有 限 维 
空间 中 ， 所 有 的 范 数 都 是 〈 拓 扑 》 等 价 的 。 这 些 彼 此 等 价 的 
范 数 ， 可 以 定义 出 相同 的 拓扑 。 

4.4 定义 线性 空间 X 上 的 范 数 | "省 ， 叫 作 与 和 EHS 
一 范 数 | ,| 等 价 ， 如 果 存 在 着 正 数 aq 和 b， 使 得 对 于 所 有 的 * 
EX， 都 有 

alix < lx <b (3) 

由 这 个 定义 ， 容 易 证 明 在 赋 范 空间 (X, D 和 (x, 
te 中 ) 中 有 相同 的 收敛 性 ， 因 而 有 相同 的 Cauchy 序 列 。 

4.5 定理 在 有 限 维 空间 XX 中 ， 范 数 彼此 等 价 。 

证 令 dimX=n，(e!，e;，…，e,) 是 空间 X 的 一 组 基 ， 
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PIR 1 Eg X EX Fa EB AER. WPF4-—4-x6€Xx, 
ERHET Sra — M ER: 
x=mae,+ +a e, 


由 本 节 引 理 4. 1, FERERC>O, EE 


xI] = lee, +t: Heel a] + + |a, |) 


另 一 方面 ， 
| n n n 
Hæll = > G,6, <> la, lle, |, <K 2 iel 
irm 0 t=1 r= 1 
其 中 = maxlle,llo, 两 式 合 起 来 。 有 


ç lxl> X lal > lx! 
亦 即 
C C 
ll>Rlxl =a], a G= O 


重复 上 面 作法 ， 只 是 互 换 ‖"| 与 由 ， 得 到 另 一 个 不 等 式 。 
J Æ 


1. 举 出 空间 ?和 的 子 空间 非 闭 的 例子 ， | 

2. 证 明定 义 4,4 中 (3) 式 确定 了 有 限 维 空间 中 范 数 之 间 的 等 价 关 
R. : 
3。 在 空间 R" 中 , $lixllh= Erte +E, mil 是 该 空间 中 
任意 范 数 ， 不 用 定理 4.5， 直 接 证 明 对 于 所 有 的 xeR*， 存 ZE38||x]|< 
bix. 

4. ERHEZEXH, WRIA h, hki, EA.: 
[xa —x|—=0, WEll, 

5. 证 明 对 于 固定 的 mi 和 Tm， 倪 体 im xn ERAS (aa) 作成 了 
m xnk t TRM EEM ,所有 的 范 数 都 年 彼此 等 价 的 。 如果 在 
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此 空间 中 定义 
NA = lanl E Hal H Ham] 二 
[AJl = (aul? H Haal? H Haal? H H aml?) 
HAJ =max { Jas], |a, }3 


就 这 三 种 范 数 进行 说 明 . 


$5 列 紧 性 和 有 限 维 数 


列 紧 性 〈 或 紧 性 ) 是 泛 函 分 析 理 论 中 的 一 个 重要 概念 ， 
它 是 R 空 间 中 Borel~Weierstrass 定 理 向 一 般 度 量 空间 的 推广 。 
有 限 维和 无 限 维 空间 以 及 其 上 的 映射 的 若干 性 质 都 与 列 紧 性 
有 关 。 

5.1 定义 度量 空间 X 称 为 是 列 紧 的 ， 如 果 和 中 每 一 个 
序列 都 存在 一 个 收敛 的 子 序列 。 子 集 4CCX 称 为 是 列 紧 的 ， 
如 果 4 作 为 一 个 空间 是 列 紧 的 ， 亦 即 ，A 中 的 任何 序 列 都 包 
含 收 和 敛 的 子 序列 ， 其 极限 元 仍 在 4 中 。  . 

注意 ， 列 紧 集 的 子 集 必 是 列 紧 的 。 在 二 个 集 族 中 包含 -- 
个 列 紧 集 ， 则 集 族 的 交 亦 列 紧 。 列 紧 的 度量 空间 必定 是 完备 
且 可 分 的 。 f 

5.2 引 理 度量 空间 X 的 列 紧 子 集 4 必 是 闭 集 且 有 界 。 

证 ”对 于 任意 的 xE 人 A， 由 闭 包 的 定义 ， 必 存在 点 列 
{x,jE4， 且 x, 一 >X， 但 因为 4 是 列 紧 的 ， 必 存 在 子 序列 


[xr]} 使 得 Xs 一 >x(ns>00)， 并 且 xEA。 Kit, ACA, KAR 
闭 集 。 

现在 来 证 明 A 有 界 。 假设 结论 不 让 即 4 是 无 界 的， 于 
是 ， 必 存在 序列 {7,} EA， 使 得 对 于 辕 定 的 元 bE A， 和 充分 
大 的 x， 有 d(y,，b)>n， 这 个 序列 不 可 能 存在 任何 收敛 的 子 
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序列 ， 因 为 ， 由 第 二 竟 引 理 4.2， 任 何 收敛 序列 必须 有 界 ， 
于 是 4 不 是 列 紧 的 ， 与 假设 矛盾 。 

值得 注意 的 是 ， 引 理 4.2 所 给 的 条 件 仅 是 充分 的 ， 不 是 
必要 的 。 即 存在 着 度量 空间 中 的 有 界 闭 集 但 不 是 列 紧 集 。 例 
W: GX- 1ax, 虽然 尺 是 度量 空间 ,(e,)E Hz, 其 中 e, = (6。)， 
即 第 n 个 分 量 为 1， 其 它 分 量 此 为 零 ， 如 此 的 无 穷 序 列 为 元 作 
成 的 点 列 ， 显 然 (e,) 有 界 ， 因 为 |e, = 1。 序 列 (e,) 作 成 的 集 


是 闭 集 ， 因 为 它 是 孤立 点 集 。 但 Æ, dlen CEV 2， 
所 以 它 没有 一 个 子 序列 可 以 是 收敛 的 ， 因 此 它 不 是 列 紧 集 。 

但 是 ， 如 果 考 虑 的 空间 是 有 限 维 空间 ， 则 有 如 下 定理 。 
5.3 定理 在 有 限 维 赋 范 空间 X 中 ， 任 意 子 集 4CX 是 
列 紧 的 充 要 条 件 是 4 为 有 界 闭 集 。 

证 由 引 理 5.2， 定 理 的 条 件 是 必要 的 ， 下 证 充分 性 , 假 
设 4 为 空间 X HARA R, dimX=n, {e <36, }ÆX 中 的 
一 组 基 。 设 {Xn} 是 4 中 任意 序列 ， |x, Eee + + tE e, 
TIR An L MA E 3KK , EE l SKAFA RE 
根据 引 理 4.1， 存 在 着 常数 C， 使 得 


| a 
K2>|||x,l| = ba me, [c > PAS 


因为 


n K K i= 1, 2, *- R 
Ye <É mue <É (mei a 2 ) 
t=] 


于 是 ， 对 于 固定 的 i， 数 列 (8&,(") 有 界 ， 根 据 Bolzano-We- 
ierstrass 定 理 ， 必 有 聚 点 &,(1 志 i<n) 存在 ， 如 引 理 4.1 的 证 
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= 2 6ie,， 又 因为 4 是 闵 集 ， 故 zE4， 说 明 4 中 任意 序列 都 


有 在 其 中 收敛 的 子 序列 ，4 是 列 紧 集 。 

5.4 引 理 (F.Riesz) 设 Y、Zz 都 是 赋 范 空间 X 的 子 空 
间 ，Y 是 闭 集 且 是 Z 的 真子 集 ， 则 对 于 一 切 6(0<6<1)， 必 存 
在 zEZ。 使 得 zl = 1，||z 一 省 之 9， 对 于 一 切 yYEY 成 立 。 

证 ”考虑 任意 的 UEZ-Y， 用 a 表示 v 到 Y 的 距离 ,2= inf 


lu- ?、 因 为 Y 是 闭 集 ， 故 >>0， 取 6E (0，1)， 则 存在 yoE 
Y， 使 得 
a<||u— y,||<a/9 
(1) 
令 z=hBu-yo)， 这 里 8= |v- 
Yalli 则 24 = 1, 下 证 ， 对 于 全 
体 yYEY，lz-yll 关 0。 显 然 有 
iiz- yll = B(u- y -yll 

= Blju— Ya — c 1y|| 

= Blv- yl, 图 3-1 引 理 5.4 证 明 图 示 
Eihy,=y tey, H + Y £ X 
的 赋 范 子 空间 ， 所 以 y, € Y, 由 定义 ， 必 有 lu=- yill 关 0， 于 
是 


zy = Bllu- yl == yT lA 


>To- EA TE 


再 由 y 的 任意 性 ， 结 论 成 立 (图 3-1)。 
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5.5 定理 ”如果 赋 范 空间 XX 的 的 闭 单位 pR B = (x fren 
-!} 蚜 列 紧 的 ， 则 dimX< + co, 

证 ”假设 B 是 列 紧 的 ， 但 dimX = + co， 我 们 将 S BF 
i, 任意 选择 x, € BC X, Elx] = 1, < X. = span( x,), 则 
dimX, = 1， 由 定理 4.3 知 它 是 闭 的 ， 因 为 dimX = + ce, 所 以 
,是 XX 的 真子 空间 。 又 由 引 理 5 ,4, 存 在 着 x, EBX, lx] = 
1， 使 得 |x: -xl>0 = 1/2。 于 是 X, = span{Xx1，Xx,}， 且 XX, 忆 
X, BLER, PEx EB, Fx EX, RA l- x|| Z 
1/2， 特 别 ||xs -4 l= 1/2, lxs 一 x%s| 宇 1/2， 如 此 作法 ， 得 到 
AFEA, EB, el = 1， AEX- x,|21/2(məsny, 显 
k, {x,} 中 没有 收 验 的 子 序 列 ， 因 此 ，B 不 是 列 紧 的 ,这 与 
8B 列 紧 的 假设 了 予 盾 。 所 以 ，dimX < + co。 

这 个 定理 有 较 多 的 应 用 , 它 说 明 , 在 无 限 维 赋 范 空间 中 ， 
闭 单位 球 不 必 是 列 紧 的 。 但 是 ， 连 续 映 射 却 把 列 紧 集 映 成 列 

5.6 定理 假设 X 和 Y ERREZE, T: X 一 >Y 是 连续 
映射 ， 则 关中 的 列 紧 子 集 4 在 映射 T 下 的 象 集 仍 是 列 紧 集 。 

证 设 {y,}ET(A4)CY， 必 有 {Xx,}E A， 使 得 y, = Tx,, 
因为 4 是 列 紧 的 ， 所 以 ，{x,} 中 必 有 收 合 的 子 序列 {xxs}。 但 
是 ,T 是 连续 映射 ,由 第 二 章 定理 4.7, 子 序列 {x*4} RTX} 
= {ya4} 必 在 T(4) 中 收敛 ， 所 以 T(4) 列 紧 。 

5.7 推论 度量 空间 X 中 的 列 紧 子 集 4 到 R 里 的 连续 映 
射 《又 叫 连 续 泛 函 ) 在 4 的 一 些 点 上 取得 最 大 和 最 小 值 。 

证 ”由 定理 5c6，T(A4)CR 是 列 紧 子 集 ， 所 以 TC(A4) 必 为 
有 界 闭 集 ， 于 是 intT(4) ET(4A)， 并 且 supT(A) ETA), 
以 ， 使 得 这 两 式 成 立 的 道 象 必 是 4 中 的 点 ， 在 这 些 点 x 处 ， 
Tx 分 别 取 得 最 小 值 与 最 大 值 。 
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E5. T EREA Hi BJ C IB] LERRA Bz < 52 |x E 定 
旦 向 一 般 度 量 空 间 的 推广 。 这 也 使 我 们 进一步 看 出 ， 正 是 因 
为 闭 区 间 是 实 直 线 R 中 的 列 紧 子 集 ， 所 以 ， 定 义 在 其 上 的 连 
续 函 数 才 具备 一 些 很 好 的 性 质 。 


习 题 

1。 证 明 ,R" 和 C" 不 是 列 紧 的 。 

2. (局 部 紧 ) 度 量 空间 Xm 作 是 局 部 紧 的 ， 如 果 关 的 每 一 点 都 有 
一 个 紧邻 域 。 证 明 及 和 C 以 及 更 一 般 的 R" 和 (5C "是 局 部 紧 的 。 

3. 证 明 空 间 * 中 的 无 穷 子 集 4 是 列 紧 的 ， 当 上 且 仅 当 存 在 着 一 组 数 
Q1，0:，…， 使 得 对 于 所 有 的 x 二 (E(x))eA， 都 有 |Bs(X)1<a4。 

4。 如 果 dimY< +, WHA: 甚至 选择 6= 1, Riesz 引 理 5.4 仍 成 
立 。 

5. 如 果 X 是 列 紧 度 量 空间 ， 且 子 集 ACX 是 闭 的 ， 证 明 A 列 紧 . 

6。 设 X 和 Y 都 是 度量 空间 ，X 列 紧 ， 且 T， X 一 >Y 是 连续 双 射 。 
证 明了 是 同 胚 映射 . 


86 线性 算 子 


在 泛 函 分 析 中 ， 我 们 除了 研究 无 限 维 空间 本 身 所 具有 的 
属性 以 外 ， 尤 其 对 这 些 空间 之 间 的 映射 感 兴趣 。 定 义 在 线性 
空间 〈 尤 其 是 赋 范 空间 ) 中 的 映射 ， 称 为 算 子 。 显 然 ， 定 义 
在 线性 空间 中 的 算 子 中 ， 仍 旧 保持 加 法 与 标量 乘法 的 算 子 ， 
即 线性 算 子 是 最 为 简单 也 是 最 为 有 用 的 。 l 

6.1 EX 一 个 线性 算 子 T， 多 (T) 一 >Y, 满 足下 述 条 
H: 

CI) TI 的 定义 域 多 (T) 是 一 个 线性 空间 ， 值 域 罗 ()C 
Y， 其 中 Y 是 线性 空间 。 

° 98 ° 


CH) 对 于 所 有 的 x， y》Eg(T) 和 标量 8， 有 
°) T(x+y)=Tx+Ty,; (1) 
(2°) T(ax)=aTx, 
今后 ， 我 们 还 经 常用 记 .Y CT) 表示 算 子 了 的 零 空 间 ， 亦 
BIW (T) ={x€E DT) |r -0o}o 
特别 ， 如 果 算 子 T 的 值 域 多 (T) 是 实 直 线 R 或 复 平 耐 C 中 
的 子 集 ， 则 这 样 的 算 子 7 特别 叫 作 泛 函 教 ， 也 简称 为 泛 函 。 当 
然 ， 如 果 T 还 是 线性 的 ， 则 称 为 线性 泛 函 。 
假设 X 和 Y 都 是 域 瑟 上 的 线性 空间 ， 并 且 2(T)CX, 多 
(T)CY, 则 记 叶 T， 多 (T) 一 > 多 (T), 表 示 T 是 B(T) 到 久 (T) 
上 的 算 子 ， 记 号 T， 多 (T) 一 > 了 Y， 表 示 T 是 多 (T) 到 Y 里 的 算 
+f, 如 果 多 (T) =X， 则 记 T，X 一 >Y。 如 果 T: @#@(T)— 
Y 是 线性 算 子 ， 则 (1) 式 等 价 于 对 于 一 切 x，y € 多 (T) 和 所 有 
je, BEKRA 


Tlax + By) =aT (x) + BT (y) (2) 
在 (1) 式 中 ， za = 0, 则 有 
T0=0 (3) 


上 面 的 说 法 和 记号 以 后 我 们 要 经 常 使 用 ， 请 注意 严格 区 
分 它们 。 

总 之 ， 线 性 算 子 就 是 保持 线性 空间 之 间 两 种 代数 运算 的 
映射 。 如 果 T， 多 (T) 一 > 了 Y， 且 多 (T)CX,X 和 Y 都 是 域 K 上 
的 线性 空间 ，T 保 持 线 性 运算 是 指 先 将 x,y€ 多 (T) 映 入 Y 中 ， 
在 了 中 相 加 起 来 (Y 中 的 加 法 名 ) SEAT) hah (X 中 
的 加 法 + 》 再 映 到 Y 中 ， 其 结果 完全 一 样 , 亦 即 T(x+y) = Tx 
@@Ty。 标 量 姜 法 也 是 一 样 。 注意 ; 今后 两 个 空间 中 的 加 法 ， 
我 们 一 般 都 使 用 相同 的 记号 。 这 种 映射 ， 在 近世 代数 中 称 为 
ASR, RAKAS. 
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下 是 线性 算 子 只 备 着 如 此 良好 的 代数 性 质 ， 才 使 得 它 在 
泛 函 分 析 中 成 为 重要 的 研究 对 象 。 

6.2 线性 算 子 的 例 

(1 WARF 1，X-~>X，T，x !->x， 或 lx =x 对 于 一 
切 xEX 成 立 。 显 然 它 是 线性 算 子 。 

(2) PAF O. X-~7Y， 对 于 全 体 xEX，Ox=8。 显 
然 Y(0) =X。 易 知 它 是 线性 算 子 。 

GO ”微分 算 子 设 X=C'ca，b] (其 定义 见 第 二 童 §$5 
习题 8)， 则 按 CCa, 忠 中 的 线性 运算 作成 线性 空间 , Y = Cra, 
b), XT, X—>Y, 对 于 任意 的 x(t) CX, T(x (t))= 
dx(t)/dt=x' (t), BAEFT E 2 1ESRE f, POS PEP LT, 

如 困 取 Y= RR， 对 于 圈定 的 ft, C€ (a, b), ÆXT, Cla, 
b)—R, 


Tx(t) = x! (t,) = xa) han 


UTE— TRIEZ A. 
(4") 积分 算 子 T: CCa, b)—>Cla, b), M 对 于 任 


S x(t) € Ca, b), Tx(t) = | xar, 则 T 是 线性 算 子 。 


但 如 果 Tx(t) = F x(r)dr， 则 T 是 一 个 实 线性 泛 函 。 


如 果 定 义 Tx(bD = tx(t)， 则 T 亦 是 一 个 线性 算 T, È E 
量子 力学 中 会 碰 到 。 

(5°) 在 Rs 中 ， 给 定向 量 & = (a, Go 0) ER, WA 
FERIE = (Eo ë, 6) ECR, AER 
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T 7 x 
a, Q, G, 
Š, š, si 
定义 了 线性 算 子 T，R: 一 >Rs。 而 数 积 


~ — — 一 
Tx =a x =a,Š, +a,ë, + a,Š, 


定义 了 线性 泛 函 T，R: 一 >R。 

(6°) EW ” 设 R* 和 R" 分 别 是 n 维 和 区 维 实 线性 (向 量 》 
空间 ,一 个 给 定 的 mx n 实 矩阵 4= a) 定义 了 一 个 线性 算 子 
T，R"- 一 >Rn， 记 为 ?=Ax， 其 中 x= (8, u Ë r`. y = 
Chs s Mm) RREERE, € 


-a 
a 


TX = 


n Qi Oi ain | š. 
M | = |Q 00,, | Š, 
Nm Oni G, CG, | £, 


利用 和 矩阵 乘法 的 线性 性 质 ， 容 易 证 明 算 子 7 是 线性 算 子 。 如 
果 4 是 复 和 矩阵 ， 则 按照 上 述 方法 所 决定 的 是 C" 到 C" 中 的 线性 
算 子 。 

这 里 ， 和 矩阵 4 与 线性 算 子 T 之 间 的 关系 值得 注意 ,以 后 ， 
我 们 还 要 作 进 一 步 讨论 。 

现在 讨论 线性 算 子 所 具备 的 一 些 基 本 性 质 。 

6.3 定理 ” 设 X 和 Y 是 域 太 上 的 线性 空间 ，T， 允 CT) 一 
Y, ERHET, Ø(T)CX, Mj 

(1) 值 域 多 (T) 是 线性 空间 ， 

(T; #dimØ(T)=n<+œ, H|dimZ(T)=<n;, 

(WH) 零 空间 YC(T) 是 线性 空间 。 

证 (1) 对 于 任意 的 3,，》;€ 史 (T) 和 a,8EK , 则 存在 


(#) ”记号 T 表 示 线性 代数 中 的 转 置 运算 
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ÉX, x,€ 多 (T)， 使 得 》1 =TXi，》s=T%s, 因 为 多 (TT) 是 线性 
空间 ， 有 axi + bx, € 多 (T)， 由 T 的 线性 性 ， 

T (ax, + Bx,) = Tx, + BTx, = ay, + By, € F(T) 
又 由 y,，y,，4，8h6 的 任意 性 ， 因 此 多 (T) 是 线性 空间 。 

(T) 任 取 n+ Eos Xo t ya aÍ EZT), MVE 
在 着 多 (T) 中 的 元 xz，xX，…，X%o+l 8 =Tx), y,=Tx,, 
es ya i =Tx,a, Í HirFAJOAm Z2(T) =nR< + co, 所 以 {x， x 
…， Xs+t1} 是 线性 相关 集 ， 故 必 存 在 不 全 为 零 的 标量 组 401, 4, 
ey aue 使 得 l 

QX, + a,X, tee +a tiXsti=0 
T 是 线性 算 子 ，T0= 0， 于 是 

了 (CIXi te Haut Xn) =G, + +aG,. y. T (= 0 
然而 ，c ，…，cn+l 不 全 为 等 ， 这 说 明 {?1，?，…?7。+1j 也 是 
REEK. XBY Yo s Ya ARBER E, A 以 断 
定 多 (T) 中 没有 n + 1 个 或 更 多 的 元 的 向 量 组 是 线性 无 关 的 。 于 
Z#dim#(T)=<n, 

(H) ERX, EN (T), WTx =Tx,=0, HFT Æ 
线性 算 子 ， 对 于 任意 的 4，BEK， AT (ax, + Bx) =aTx, + 
BTx,=0, Wax + Bx, EYN(T)， 因 而 NY(T) 是 线性 空间 。 

大 家 知道 ， 映 射 T， 儿 (T) 一 >Y 称 为 单 射 或 一 一 映射 ; 
如 果 定义 域 中 不 同 的 元 有 不 同 的 象 ， 亦 即 ， 对 于 任意 的 xX， 


X2 € 2 (T), 
Ex Pex, MT Tx, (4) 
或 等 价 地 ， 
若 Tx, = Tx,, Wx, = x, . (5) 
此 时 ， 存 在 着 映射 
T, gg(T)—> DT) (6) 
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y i—>x(y = TX) 
它 映 所 有 的 yE #(T)#jxC DT) E RET =x， 则 称 了 >: 
为 映射 的 北 映 射 。 

由 上 述 定 义 ， 对 于 全 体 xE 2(T), T 'Tx= x; 同样 ,对 
Fatre #(T), TTY =y, 

如 果 算 了 “是 线 性 的 ， 那么 ， 可 以 借助 于 空间 来 判定 其 
mA fas ocs 

6.4 M 设 X 和 了 是 同 域 上 的 二 线性 空间 ， T, 
@(T)— Yi T, 2 (T)CX, #(T)cY, M 

CI) HATT, 多 (了 ) 一 > 多 (T) 存 在 的 充 要 条 件 是 
Tx = 0H A x = 0; . 

CI) WRT AE, NT- ,是 线性 算 子 ， 

(H) 若 dim 多 (T) = n< + co, ZETT :存在 ， 则 
dim#g#(T)=dimZ@(T) =n. I 

证 (I) 充 分 人 性。 假设 Tx = 088 x= 0， 令 Tx, = Tx 
由 T 的 线性 性 ， 必 有 T(xi -x = Tx -Tx = 0, 于 是 xi — x, = 
0，x%i = x:， 由 (5) 式 ， 道 算 子 T-! 存 在 。 

必要 性 。 若 T"! 存 在 , 则 (5) 式 成 立 。 EARR = 0, 
再 使 用 (3) 式 ， 得 到 Txi=T0= 0， 若 xi 关 0, 则 与 (5) 式 相悖 ， 
因此 ， x, = 0。 

(H) 假设 六 :存在 ， 则 三 :的 定义 域 是 罗 (T) ,根据 定理 
6.3( 工 )， 它 是 线性 空间 。 考 虚 任 意 的 Xx,，，Xs€ 多 (T)， 其 象 
分 别 是 》1 = Tx 和 y= Tx,, fx TY, x,=T-ly, 则 对 于 
Eae, BEK, 

ay, + By, =aTx, + BTx, =T (ax, + Bx,) 
所 以 
T-'(ay, + By,.).= T -!T (ax, + Bx,) = ax, + Bx, 
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=aT-y, + BT-1y, 
,因此 ，T"' 是 线性 算 子 。 

(H) 由 定理 6.3(I ), #dimg(Ty<dim2(Ty, IB fE 
(NTI) Ti, @(T)— @(T)yth £h t Ft T, E FI 同样 的 定 
Æ, dim2(T)<dim# (T), PAREEK #isdims (T) = 
dimØ(T) =n, 

6.5 定理 BRT, X—Y, S, Y—>Z 是 双 射 线性 算 
+, BX, Y, Z 都 是 同 域 上 的 线性 空间 、 则 积 算 F ST 
(STY, ZXP E, #E | . . 

(ST)! = TIS? f . 《7) 

证 算 子 ST，X 一 ->Z 是 双 射 ， 故 (ST)"! 存 在 ， 所 以 有 
5T(ST) -1 =1z，Iz 玉 示 窑 间 Zz 中 的 住 同 咎 子 。 上 = AMER 
S, ERYS S= Fy FË 

S-'ST (ST) ~! = S7! 
因此 
TST) =S; = 8"! 
再 左 乘 T-!， 注 意 到 T-17T =1x， 所 以 推 得 
TTS)! = (ST)-! = T7157: 
亦 即 l 
(ST) = T-1jS-1 


3 题 


1。 证 明 从 R? 到 及 :中 的 算 子 
Ti: GED (E10); Ta È, ED 0,6) 
Ta: (Èi, 5D (ÈS; Ta: (Ei, ED H (rk ,1E,) 
都 是 线性 算 子 ， 说 明 它 们 的 几何 意义 。 
2。 ERRATI, Ta Ts THER., ER, FER 分 别 是 
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什么 ? 

3。 证 明 题 1 中 的 算 子 人 和 Ts 可 交换 . 

4。 设 X 是 全 体 2 义 2 介 和 矩阵 作成 的 线性 空间 ， 定 义 算 子 T，X 一 > 
X 为 Tx 一 bx， 其 中 beX 是 某 固定 元 ，bx 由 通常 的 矩阵 乘法 确定 、 证 明 
T 是 线性 算 子 . 在 什么 条 件 之 下 ， 其 道 存在 ? 

5。 设 了 T，D(T)- 一 *Y 是 线性 算 子 ， 其 逆 存 在 ， 如 果 {xi,…，xa} 
是 D(T) 中 一 个 线性 无 关 集 ， 证 明 集 {Tx:,，…，Tx*} 也 是 并 中 线性 无 关 


集 ， 

6。 $T: XY EREM T, dimX=dimY=n< +0, MEHR 
RT) =Y 4 ERAT AE. 

7。 XR E XTER E34ER Ef ERM IRRE tk Sci 63 TE FE 
的 线性 空间 ， 定 义 T，X 一 >X 为 y(t) =Tx() =x (t), 证明 R(T) 是 
全 空间 发 ， 但 是 T :不 存在 . 


87 有 界线 性 算 子 和 连续 线性 算 子 


冉 范 空间 中 的 线性 算 子 和 线性 泛 函 是 泛 函 分 析 中 的 主要 
研究 对 象 之 一 ， 而 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 之 间 的 本 质 联 
系 孝 是 一 个 十 分 重要 的 结果 。 本 节 中 ， 除 了 研究 这 些 问题 以 
外 ， 还 要 讨论 一 些 基本 的 概念 和 定理 。 

7.1 定义 设 XM Yë E Fl k 0 B: ë == H, T, 
D(T) 一 >Y 是 线性 算 子 ,其 中 D(T) CX， 称 算 子 T 是 有 界 的 ， 
如 果 存 在 着 正 数 C， 使 得 对 于 一 切 zxED(7)， 恒 有 

lrxl<clll (1) 

RE: D 式 两 端的 范 数 采 用 了 相同 的 记号 ， 其 实 它们 
是 两 个 不 同 空间 中 的 范 数 ， 是 不 相同 的 ， 应 严格 分 清 。 

这 里 定义 的 算 子 的 有 界 性 与 溅 积分 中 函数 的 有 界 竹 路 有 
不 同 。 微 积分 中 其 实 是 要 求 值 域 有 界 ， 对 定义 域 没有 要 求 。 
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Re 
即 | fC) |<1。 ， 有 界 算 子 ， 除 也 (T) 是 有 界 集 以 外 ， 
=E UR ƏCD tu 5 8k, 所 以 ， 粗略 地 说 来 ， ARA 
子 是 有 界 集 到 有 界 集 的 映射 。 

因为 T 是 线性 算 子 ， 有 T0 = 0。 那么 ,对 于 所 有 的 : FER 
x€ 多 (T)， 使 得 (1) 式 成 立 的 最 小 正 数 C 是 什么 昵 ? 

xxx Alli FE 

-xl <c 
| 


C 是 左 端 量 的 上 界 ， 于 是 令 最 小 上 界 为 


Ti = SU Lx . -- (29). 
ITI ze Pa, ieii ... N > 


称 为 算 子 T 的 范 数 。 如 果 多 (T) = {0}， 则 规定 Irll=%， 如 果 
T=O, H (2) 式 ， 显 然 有 IIT||= lol=0。 
用 C=|TI 代 入 (1) 式 ， 得 到 一 个 重要 而 有 用 的 公式 
Hzxl<lzrllzel GHE 多 (TT) 成 立 ) (3) 
在 (2) 式 中 , 称 右 端 为 T 的 范 数 , 这 当然 不 是 偶然 为 之 ， 
其 依据 看 下 面 的 引 理 。 . 
7.2 38 margaxrapaiasnaw AT, 
CI) 关 守 了 的 范 数 的 另 一 计算 公式 为 l 
Iris (4) 


(I) BC) 399 9 e3kwya sss (ND— (N), ` 
证 (I) UEx=ae0,2Zy=x/|xl, mily|=1, 因 为 了 是 线 
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性 算 子 ， 则 D RAH 


rp, Jl- “Spo ITC TP! 


|=sup Ty 
[ñr 
用 合 于 条 件 |xl= 1 的 x 代 着 上 式 中 的 >， 得 到 (4) 式 。 
© CIE) 现 证 由 (2) 或 (4) REX IT IH E g 四 公 
理 。 


因为 [T= sup ， ITxll>0，(N,) 成 立 。 如 果 |7Il= 0 对 
WxI-1 


一 切 x 成 立 ， 则 对 于 所 有 的 xE 多 (T)，Tx =0， 因 此 T=0, 得 
到 (N2) 。 震 对 于 任意 的 9EK, aT] =sup eTxl=sup [a |. 


raD 


lzxl =lalup (Txl=la liT FE (N,) 真确 。 最 
. IzI=1 . 
对 于 xED(T)，lIT +T:| = sup JICT, +T,)x| =sup _ ||T,x 
: a eiS 


+T x||<sup j|IT,x|+sup |T,<x| = IT + iTi 公理 (N4) 
L. Fan ILAN 
亦 成 立 ， 所 以 人 | 是 了 的 范 数 。 
由 (2) 式 和 (4) 式 所 定义 的 有 界线 性 算 子 T 的 范 数 ， 是 一 
个 很 重要 的 概念 ， 今 后 有 很 多 应 用 。 下 面 给 出 一 些 有 界 和 无 
界线 性 算 子 的 例子 。 
1.3 Ü 
(1° WARF (GWM8KYG2EBIX= (0JE XII, X— x, 
Ix=x, 因为 
lx || _ ixl _ 
MIN se. d Poa e 
显然 ，I 是 有 界线 性 算 子 。 
(2°) 零 算 子 ” 赋 范 空间 X 上 的 零 算 子 0, X 一 >Y, .是 
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有 界线 性 算 子 ， 且 ol = 0 o 
(3°) 微分 算 子 ” 设 X 是 区 间 [0,13 上 全 体 多 项 式 作成 的 
MEZ, HERA l= max] x(t) 1, 其 中 x(t) € X, EXAT 
T, X——X, Ta) = x’(t)， 该 算 闻 显然 是 线性 j. IH HE 
无 界 。 取 xX,(t) = tt，n 是 正 整 数 。 al = 1e] = max] t*|=1, 
HÆ, Txt) = (EY =nt"!1, 于 是 ,| 上 Tx,!l| = [nt*-1|| = max| 


nie! |=n， 因 此 -<a =n， 由 于 n 可 以 任意 增 大 ， 故 不 存在 


žal! 


EEA 
IPNI 


AACO, 使 得 =1<C， 折 以， 了 无 界 。 


微分 算 子 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 。 然 而 ， 它 缉 是 一 类 线 
性 无 界 算 子 ， 这 说 明 在 法 函 分 类 中 ， 仪 仅 研 究 寡 失 线性 短 计 
是 不 够 的 。 

U BARF AFT, Cto, 13—>C [0，1J， 对 于 
x(t) ECE0,11, 有 Y(t) = Tx(t) = fiK (t, tjxt)dr, RE rh KXt; 
DEER TKA, PA TPTWJE, PEKO, NEHE 
上 阐 正 方形 区 域 G= (0,13 X0 ER., BAT ER EN 
子 。 下 证 T 有 界 。 因 为 核 K(i,T》 在 闭 区 域 C0517 x 的 13 过 
续 , 必 有 界 , 亦 即 存 在 常数 上 ,对 于 一 切 0<<t<1，0<T 称 1， 
AIKE, |<K, (例如 可 取 吕 nx IK (t, T] K); 于 是 


llyl| = ITxl= max | fiK(t, Dx( ar | 
| ax K(t, ty 由 xz 外 de<K,|;max lx(r)| dr 
=K.lixll | 
所 以 ，T 有 界 。 
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(5° EBR ”我们 已 经 知道 ,一 个 和 矩阵 4= (a). RE 
了 一 个 线性 算 子 T，R" 一 >R"， 
y= Ax (5) 
其 中 x= É), y= (7) 分 别 是 n 维 和 m 维 的 向 景 ， 写 成 分 量 形 
R E 


= J ač; Gi=1, 2…， m) (6) 
1=1 


利 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 得 到 


IITxi|2 = Er = LEa’ 


i=l i= 1- 


El) (Ee) ] 


了 一 了 


-WÈ Daya cap 
TEE 
C- Ea 


所 以 ，jrxll<cllxl， 当 矩阵 A 给 定时 ，C 亦 固定 ， 因 此 ,T 是 
有 界线 性 算 子 。 | 

O74 ”定理 ”如 果 赋 范 空间 X 是 有 限 维 的 ， 则 X 上 的 线性 
算 子 都 是 有 界 的 。 


证 设 dimX=m， 且 {el，…e} 是 X 的 一 组 基 。 任 取 xE 
x, M|x= 于 Sie,， 令 T 是 定义 在 X 中 的 任意 线性 算 子 ， 有 
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ITx|= || EE Te le IIE ITee l< max |Tel E |. 
:ol 1=1 1<i<8 ..1 
利用 引 理 4.1， 推 得 
DI&l<gl Esel = gll 
所 以 四 


ITx|| <max|iTe,||* Cl = =K|ix| 


1<i<a 
这 里 下 = gmax |Tel, HTAR. 


7.5 定理” 设 X，Y 是 同城 上 的 赋 范 空间 ，T，X- 一 >Y 
是 线性 算 子 ， 如 果 T 在 x,EX 处 连续 ， 则 了 在 X 上 处 处 连续 。 

证 对 于 任意 一 点 x EX， 设 {Xa} EX, 且 Xs 一 >x, 则 x。 一 
x+Xo 一 >X。, 由 假设 T 在 Xx。 处 连续 ,于 是 ,T (Xs, 一 X+X。 = Tx.- 
Tx +Txo 一 >TXo， 因 此 ，TX, 一 ->TX， TE axb, X 
由 x 的 任意 性 ， 所 以 T 在 X 上 是 连续 的 。 

值得 注意 的 是 ,依据 此 定理 ， 要 研究 医 范 空间 中 线性 算 于 
在 全 空间 的 连续 性 ， 只 需 讨论 T 在 x = 0 处 的 连续 性 即 可 。 

7.6 ”定理 设 X 和 Y 是 同 域 上 的 赋 范 空间 T, @(T) 
一 ->Y， 多 (T)CX， 则 T 连 续 的 充 要 条 件 是 T 有 界 。 

证 ”如果 T 是 零 算 子 ， 结 论 成 立 。 不 妨 设 T 志 0, 则 |[T 志 
0。 ' 
充分 性 。 假 设 T 有 界 ， 即 存在 常数 M>0， 使 得 Tl 二 M， 
下 证 T 连 续 ,这 只 需 证 T 在 X= 0 处 连续 即 可 。 任 给 5>0, 若 XE 
DT), Blx-208=lx1<9, o= E/T, HTAR EE, 
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-Ex =-Tol= ITxl|< IT H< = e 

必要 性 。 假 设 T 在 多 (T) 上 连续 ， 现 证 T 有 界 。 若 结论 不 
真 ， 即 T 不 是 有 界 的 ， 则 对 于 自然 数 n， 存 在 着 点 列 {Xs} € 
DT; weta Ay = x,// h |x, MH 


ysll= 7 — | =— 


T x] wn 
因为 7 连续 ， 必 有 Ty, 一 >0。 但 是 ， 另 一 方面 ， 


I = 一 一 一 rz 
Isi wmlx 


sl 


| palal - =" 
Vn lx 
推出 矛盾 。. 
7.7 推论 假设 T 是 有 界线 性 算 子 ， 则 
(I) x—> x, #&@&Tx,—Tx; 
(H) FRAs DEA. 
` 证 (I) 由 定理 7.5， 结 论 显然 。 

O (D HFEA ENT), HERENT) 中 的 序列 
(xh EEx (1), BA Txs Tx, E JE ,Tx, = 
0 n=1,2,…)， 于 是 必 有 TxX=0， 于 是 XE€ JY (T), XH xü 
任意 性 ，Y(T) 是 闭 集 。 

假设 XX，Y，Z 是 同 域 上 的 赋 范 空间 ,T，X 一 X,T,，Y 
Z，T:，X->Y， 且 T，Ti，Ts 都 是 有 界线 性 算 子 ， 容 易 证 明 
ITTADINI ITITI (是 自然 数 ) (7) 
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我 们 称 二 算 子 了 ,与 IT 是 相等 的 ， T, = T, 如 时 它们 有 相 
辣 的 定义 域 ,并 且 对 于 所 有 的 XE 多 (Ti) = 多 (T) ,全 有 Tx = 
T.x, 

称 算 子 7， 多 (T) 一 >Y 为 限制 于 子 集 8 一 多 (T) 上 , 记 为 
T |s， 如 果 T las， 8B 一 ->Y， 即 对 于 所 有 的 xEB， 都 有 TT |ax = 
Tx, 

EZ, WATTHIJEAD DT) LDAM, WAT, 
A 一 >Y， 使 得 T a) = T。 归 对 于 所 有 的 xE 多 (T)， 都 有 7Tx = 


Tx ( 即 T 是 个 在 多 (T》 上 的 限制 。) 

把 一 个 算 子 延 拓 到 更 大 的 集合 上 去 ， 是 泛 遂 分 析 中 的 一 
个 基本 方法 。 当 然 ， 有 意义 的 延 拓 ， 应 该 是 仍旧 保持 原 算 子 
的 一 些 重要 特性 ， 例 如 线性 性 、 有 界 性 、 范 数 等 等 的 延 拓 。 

7.8 定理 令 T，9(T) 一 >Y 皇 有 界线 性 算 子 ， 其 中 
乡 (T)CX 是 赋 范 空间 ，Y 是 Banach 空 间 ， 则 有 延 拓 ` 

T, JT)—Y | 


这 里 ， 了 是 有 界线 性 算 子 ， 其 范 PUT |= TU, 


证 ”对 于 任意 的 xE 多 (T)， 必 有 序列 {X,} EDT, 
得 x, 一 >x， 显 然 {Xx,} 是 Cauchy 序 列 ， 亦 即 ， 对 于 任 给 的 之 
0， 存 在 N(e) 沁 0， 对 于 一 切 x%，m>N(e)， 有 [Xs -Xall < 
E/T ETRA, , 

Tx,- Tx,|| = T a — Xa) || < IT UNa ~ Xall <ë 
说 明 {Tx,} 是 Y 中 的 Cauchy 序 列 ， 据 假设 ，Y 是 完备 的 ， 所 以 
(Tx, k, 29 

Tx—y€ Y 
现 定义 了 为 x=y。 下 面 证 明 它 与 多 (T》 中 收敛 于 x 的 序列 
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{xs} 的 选择 无 关 。 假设 X, 一 >x， R.z,—<, Hiju,—, 这 
Hu. PEZ) (x:,，2，x，z，…)。 根 据 推 论 7.7， 序 列 
{Tes} 收 铺 ， 国 此 它 的 两 个 子 序列 {Tx.}，!17z } 必 有 相同 的 


极限 ， 这 就 证 明了 在 每 一 点 xE 多 CT)， 算 子 叭 一 确定 。 
如 果 xE€ 多 (T) 己 多 (T)， 可 在 多 (T) 中 取 {xs} = {x}， 则 
Tx=Tx， 因 此 ，T 是 T 的 一 个 延 拓 。 


ETTEREN., Mikr, CIT), HTx=y,Tx = 
y, 则 存在 着 (x,)s (x, } E BT), 使 得 x。 —x, 对 于 任 


意 标量 4a，hB， 多 (了 T) 是 线性 空间 , 且 写 (7T) 是 闭 线性 空间， 于 
是 ， 有 ax +Bx’ € DT), ax,+ Bx,' € DÙ) ,ax + Bx” —> 
ax 十 Bx’， 因 此 ，T(ax, + Bx, )=0Tx, + BTX,’ —>aTx + 


BT x’ = ay + By o X ERREKIE — FE, 推 得 (ax + Bx’ ) = 
aTX+BTX/ 
在 多 (T) 中 ， BARIT Ae N 但 是 ， 当 n 一 > oo 


时 ， 有 Tx, 一 >y= fz, Fui, elh x 一 |z| 是 连续 映射 ， 
Est, 1im|Tx,|<timl|lT|lIx.1,Brpu|F<l=<lrllx1, 4T A 
界 。 男 一 方面 HTE ET), 成 立 着 


Ti 
læ] 


但 显然 有 } T ISITI, BATI = Ti, 


<ITh 所 以 NÝI =se, J <r 
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的 xeD(T)， 有 严格 的 不 等 式 1ITxl|<1TI。 f 
2. 证 明 如 下 定义 的 y= (n )=Tx, n, = Ei, x=(& BS TT, 
/* 一 >I"， 是 线性 有 有 界 的 . | 
3。 假设 I 是 从 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 上 的 线性 有 界 算 子 ， 如 果 
存在 正 数 b， 使 得 oor 
Txib] xi 对 一 切 xEX 成 立 
则 T, Y— X#E B+ P. 
4. 令 T， CCo,1D—*Cr(0 DEX Ry = Í xv dr ,确定 


R(T) 和 T"!， RT)—C0, 1), T 是 线性 有 界 算 子 吗 ? 

5。 设 XX 是 R 上 全 体 有 界 实 值 函 数 作成 的 斌 范 空间 ,其 范 数 定义 成 
lxil =supix(H)|, XST, X—X7yy(t) =Tx(t) =x(t—A),rhA> 
0 是 一 定常 数 ( 它 也 是 一 个 电子 装置 的 延迟 线路 的 模型 ,其 输出 y 是 输入 
x 的 延迟 传递 ， 时 间 延 迟 为 A, 图 (3-2) .了 是 线性 且 有 界 的 吗 ? ° ° 


a) = He =s (=N 


A. 


图 3-2 延迟 电路 图 示 


6。 在 例 ?.3(5") 中 ， 取 mm 一 +， 证 明 其 一 个 相 容 的 范 数 是 
IAJ = È 2 a; in: 


但 是 ， 当 nm>1 时 ， 这 已 非 R" 中 通常 定义 的 Euclid 范 数 ， 
7。 证 明 ,， 有 界线 性 算 子 T ,一 >Y 的 值 域 不 一 定 是 rh BJ Bl 
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# ` 
8， 在 CC0,D 上 ， 定 义 S 和 T 分 别 为 ， 


-ii 
va =t f xar, y(t) =tx(t) 


A FSSTH AAS], HT], HSTIAITSIH 
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如 果 算 子 T 的 定义 域 是 标量 域 K 上 线性 空间 X 的 子 集 ， 而 
值 域 在 KK 中 , 则 T， 多 (T) 一 >K 称 为 涝 函数 ,为 了 区 分 算 子 和 
沁 函 ， 泛 函 经 常 采用 记号 j，g，h，…。 如 果 K =C， 则 称 为 
复 泛 函 ， 如 果 K =R， 则 又 称 为 实 泛 函 。 

O- 从 历史 上 看 ， 最 早 人 们 主要 的 研究 对 象 是 泛 函 ， 至 于 更 
一 般 的 算 子 ， 则 是 以 后 才 研究 得 更 多 一 些 ， 因 此 ， 本 学 科 至 
今 仍 沿用 以 前 的 名 称 * 泛 函 分 析 ”。 

”8.1 定义 ”线性 泛 函 是 其 定义 域 在 线性 空间 X 中 , 值 域 
则 在 X 的 标量 域 K 中 的 线性 算 子 ， 记 为 f。 儿 (站 一 >K。 

8.2 ”定义 ”有 界线 性 泛 f 是 其 值 域 在 多 (f)CX 的 标量 域 
中 的 线性 有 界 算 子 ， 因 此 ， 存 在 常数 M>>0， 使 得 对 于 全 体 


xC D), WE 
| fœ) |< M||xll Ci) 
显然 ， 泛 函 1 的 范 数 定义 成 
_ 1fCx)| 
WASDE T c2) 
或 Hl = sup IF] (3) 
lx1=1 


因此 ，《〈1) 式 化 为 
“115。 


If x) 1=<1lllxll (4) 
当然 ， 我 们 也 有 下 述 定 理 。 
8.3 定理 定义 域 多 (f) 在 赋 范 空间 里 的 线性 泛 函 f 连 
续 当 且 仅 当 f 有 界 。 
8.4 例 
G°) AA 赋 范 空间 (x, |+) 上 的 范 数 | ，X- 一 > 
REX LE- NZE, CARLE, BETERE., EAH 
证 。 
(2°) 点 积 保持 一 个 国定 向 量 的 二 向 量 的 点 积 ， 定 义 
了 泛 函 1f，R: 一 >R， 取 0 六 a= (0,00) ERs, 对 于 任意 的 
x= (6,,6,,63) € R°, HHJ 
f(x) = a.,x = ol + €,Ë, + a,Ë, 


JE— F 3 8 PA So ET pa. REEE. H Cauchy-Sch- 


warz 不 等 式 ， 有 
[fO] = jas x| = = Ja, + asé, + sl 
<(& l+ 1812+ [819320], [2 + esl?+ 
]e,]|2 1722 
= lzillal 
因此 ， 对 于 所 有 的 gsxERs， 都 有 
ICON 
j < 
所 以 ， 
sp, ep 7 lll 


另 一 方面 ， 取 x=a， 则 lfC9)1=1aral= ays ` 
于 是 
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合 起 来 有 fh = al, 
(3°》 定 积分 f，Cr[a,b] 一 ->R, 对 于 任意 x(t) € Cla 
b), fo = 局 x(t)dt。 此 泛 函 是 线性 的 并 且 有 界 。 
ICO = [fix dt] <f è lxt) | dt 
<max |x(t)| (b—a)=|xll(b ~a) 


所 以 ， 对 于 一 切 9 夺 XECCla,b]， 总 有 


< 
另 一 方面 ， Bx (t) == 9 Mix, ECLa, bJ, 
If) | = | fè idt] = (b-a) 
于 是 
EDINE = 
> UY = lf) |=b -a 
总 之 ， 有 | 用 =b=-ao。 
(4°) = X. en f: C(a,b)— R, f(x) = x(t,), 其 中 
x(t) ECCa, b), t€ [a,b 是 一 固定 点 ， 易 证 是 有 界 线性 泛 


=, BEilfi= 1, 
(5°) Wr, ča- (ai) E142?， 对 于 任意 的 X= (E)E 


L ELIO- 呈 w&i。 则 是 有 界线 性 泛 隐 ， 对 于 任意 y= 


(m) Eb, a,B EK, 
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flox +BY) = X, (as, + Bn,)a, = E (ob a + 8na) 


=a é0 + 85 NA = afix) + BC) | 
同时 ， 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 


IGO |= Lials Tis <( 开 1 
1⁄2 - 


(E Ide) = Wella 


务 一 方面 ， 对 于 一 切 非 6 元 XE1?， 均 有 


LFC) D a i 
a| Sib sp Ta = Slat 


特别 取 x =a= (0;), 则 f(a) = y ,ai 一 lla |, 


FR 


i T 
于 是 III] = Hal 
一 个 重要 的 事实 是 : 标量 域 K 上 的 线性 空 s 间 X 上 的 全 你 
线性 泛 函 作成 一 个 同 域 上 的 线性 室 间 ， 记 为 **、 称 为 X 的 代 
数 对 偶 空 间 , 其 上 的 代数 运算 定义 成 ; 对 于 任意 fif E X* 
Me, BEK, (F— xC X, | 
(fi+1,) (x) = f, Cx) RO 
Caf) (x) =af (x), 


* 118 + 


易 证 在 上 述 二 运算 下 ，X* 是 一 Za NE CSK 
个 线性 空间 。 同 时 ， 线性 空间 X* ` 


x|: | 
二 的 全 体 线性 证 函 作成 X* 的 对 a 7 | Jw 
侦 空间 (X*)*=X**, 称 为 X 的 第 xe g | gp 


二 代数 对 偶 空 间 。 我 们 引入 空间 
XX**，. 是 因为 它 与 空间 X 有 着 重要 的 联系 。 

W#x€X, fc X*, geX**, Zf: J—>K, ERER 
选 定 #， 而 让 x 跑 遍 X， 现 在 换 一 种 想法 ， po 让 
f 跑 遍 空 间 X*， 这 就 建立 了 一 个 从 X* 到 标量 域 K 的 对 应 : 
X*—K, FEAR, HÉ 

O (f) =8.(f) =f(x) (x 固定 ，f 变 化 ) 
现在 需要 证 明 g 仍 是 一 个 线性 泛 函 。 对 于 固定 的 xE X, EA 
的 ，f, EX* 和 a，BEK， 

gOf,+Bf,) = Caf, + Bf,) (x) = af,(x)+ Bf,(x) 
= qg,(f,) + Bg.(f,) 
Wi, g€ X**, 
从 上 面 的 讨论 得 知 , 给 了 一 个 xEX， 就 有 X#s# 中 的 元 8。 与 
之 对 应 ， 这 实质 上 就 建立 起 一 个 映射 
C, X—X** 
X i—— g, 
映射 C 称 为 是 线性 空间 X 到 它 的 第 二 代数 对 偶 空 间 X** 中 的 
自然 映射 。 一 般 说 来 ,多 (C) =X， 而 肝 (C)CXs, 下面 证 明 C 
有 是 线性 映射 。 对 于 x,yEX， 任 意 的 fE X*， 以 及 o， 有 BEK， 
Clax+By)(f) = g+ a> (f) = f (0x + BY) 
=af(x) + 8fGy) = ag,(J) + Bg,(f) 
f = QaCGCx) (1 ) + BCO) CG) 
(利用 更 深入 的 知识 ， 可 以 证 明 C 还 是 等 距 映 射 。》 
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为 此 ， 我 们 还 要 说 明 一 个 普遍 有 用 的 概念 一 一 同 构 。 

在 工作 中 ,我 们 总 是 注意 着 各 种 各 样 的 空间 ,它们 都 由 一 
个 集合 XX 和 定义 在 X 上 的 一 种 或 几 种 “结构 ”所 组 成 。 对 J BE 
量 空间 XX 来 说 , “度量 ?就 是 X 中 的 结构 。 对 于 线性 空间 来 说 ， 
其 结构 就 是 其 上 的 两 种 代数 运算 。 而 对 于 赋 范 空间 来 说 ， 两 
个 代数 运算 和 范 数 就 是 它 的 结构 。 

给 了 两 个 同类 型 的 空间 X 和 Y, 我们 总 是 关心 它们 是 否 是 
“本 性 恒 同 ?的 ， 就 是 说 ， 这 两 个 空间 具有 “完全 ?相同 的 结 
构 ,它们 的 区 别 仅仅 在 于 集合 中 的 点 的 属性 不 同 而 已 。 如 是 ， 
那么 就 视 空间 XX 和 Y 是 两 个 相同 的 抽象 空间 。 任何 时 候 ， 结 构 
总 是 主要 研究 对 象 ， 而 点 的 属性 则 是 无 关 紧 要 的 。 这 样 的 情 
形 经 常会 出 现 ， 这 就 导出 同 构 的 概念 。 按 定义 ， 它 是 一 个 从 
X 到 Y 上 的 双 射 ， 并 且 保 持 结 构 。 

因此 ， 度 量 空间 (X，4)》 到 度量 空间 (Y,d’) 上 的 同 构 
映射 是 一 个 等 距 双 射 。 亦 即 , 对 于 所 有 的 Xi,X,EX,d’ (Tay 
Tx,) = d(xi,X,)， 紫 时, WAX SYA W, 

线性 空间 X 到 同 域 上 的 另 一 个 线性 空间 Y 上 的 同 构 映 射 
是 保持 线性 空间 两 个 代数 运算 的 双 射 -次 即 , 对 于 任意 的 xn 
x, EX， 和 标量 xE 乓 ， 有 

T(x +x) =Tx +Tx,, T(ax,)=aTx, 
此 时 ， 亦 称 T 为 双 射 线性 算 子 ，X 与 Y 是 同 构 的 线性 空 何 * 

所 调 赋 范 空间 之 闻 的 则 构 就 是 保持 范 数 的 Fil 构 钱 > 
间 。 

从 前 面 的 讨论 知 ， 线 性 空间 怀 到 它 的 第 二 代数 对 偶 空 间 
X** 中 从 自然 映射 C 是 一 个 单身 并 县 是 线性 的 ， 它 也 是 一 
AXAR CX ERRIN. 
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如 果 X 与 线性 空间 的 一 个 子 空间 同 构 , 则 称 X 嵌入 Y 中 。 
所 以 ，X 远 入 XX 中 ， 也 称 C 为 X 到 X** 的 自然 嵌入 映射 。 

如 果 线 性 空间 X 与 它 的 第 二 代数 对 偶 空 间 X** 是 同 构 的 ， 
即 进一步 要 求 自 然 映 射 C 是 满 射 ， 此 时 ARC = X**， 则 称 
X 是 代数 自 反 的 。 下 一 节 将 会 看 到 ， 有 限 维 空间 是 代 数 ËB E 
的 。 


J E 
”1。 WH; EXEC, DENEK, 
h= f x(DyaDdt CCbecca,D) 
f(x) 一 0x(a) +Bx(b) l (z,B 是 固定 标量 ) 
是 线性 有 界 泛 函 。 


2。 计算 定义 在 C[ 一 1, 1] 上 线性 泛 函 的 范 数 ， 
f(x) = 人 xp -f x(t) dt 


3。 证 明 ; 在 任何 序列 空间 X 上 都 可 以 定义 一 个 线性 泛 函 为 1(X) = 
&E。(h 了 向 定 )， 其 中 x 二 (&;) 。 如 果 X 一 所 ，f 是 有 界 的 吗 ? 

4。 如 果 f 是 复 赋 范 空间 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 那 么 是 线性 有 
PLE ER? (PR28705 553k38). 

5. 设 f 关 0 是 线性 空间 X 上 的 任意 线性 泛 函 ，xo 是 X-N() 中 任 一 
国定 元 ， 其 中 Ndj) 表 示 ! 的 零 空 间 。 证明， 任意 元 xeX 都 有 唯一 的 表 
示 x 一 cxo 十 7y， 其 中 ?EN (f). 

6。 证 明 : 定义 在 同一 线性 空间 上 ， 并 且 具 有 相同 零 空 间 的 二 线 
ESRA, Mfo, ERLAR. . 

7。 39 YDL D EESE | X0— AE, JE X E068D FEE Es EA 
f(Y) 不 是 整个 标量 域 ， 证 明 ， 对 于 所 有 的 yeY， 都 有 1(?) 一 0。 
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S9 有 限 维 空间 中 的 线性 算 子 和 线性 泛 函 


有 限 维 空间 是 比较 简单 的 线性 空间 和 赋 范 空间 ， 其 空间 
的 结构 较 易 把 握 。 因 此 ， 人 们 自然 期 望 弄 清 这 类 空间 及 其 对 
偶 空 间 的 结构 ， 以 及 定义 在 其 上 的 线性 算 子 和 线性 泛 函 有 较 
简单 的 性 质 。 | 

通过 前 面 的 学 习 ， 我 们 已 经 知道 ， 有 限 维 空间 中 的 任意 
线性 算 子 都 是 有 界 的 ， 因 而 是 连续 的 。 同 时 ， 线 性 算 子 与 算 
阵 有 着 密切 的 关系 ， 一 个 线性 算 子 叭 一 的 决定 了 一 个 矩阵 
反之 ， 一 个 矩阵 也 表示 了 一 个 线性 算 子 。 本 节 的 任务 之 一 ， 
就 是 要 找到 它们 之 间 的 具体 联系 。 

假设 X 和 Y 是 同 域 K 上 的 线性 空间 ，dimX =n, dimY = r, 
并 设 X 的 一 组 基 为 {el,…，ea} = ,而 Y 的 一 组 基 为 B= {b s 
6,}， 还 假定 这 两 组 基 均 按照 固定 的 其 序 排列 (编号 ) 好 。T， 
X 一 >Y 是 线性 算 子 。 对 于 任意 的 xEX， 有 


x= y Ees= Ee, += + EE Ci) 
ke1 f ' . 
则 x 的 象 | 
y=Tx=T( Dé, )= 于 5Te 2) 
k=1 h=1 “ t 


因为 表示 式 (1) 是 唯一 的 ， 如 果 X 的 基 疝 量 e,,… ,es 给 定 ， 
则 线性 算 子 T 由 >; = Te，(R= 1,2,…,h) 唯一 确定 。 

但 是 ，y 和 y= Te。(R=1i，2，…，1)》 都 是 Y 中 的 元 ， 
它们 必 可 唯一 表 成 下 述 形式 ， 
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y= Jab, . (3) 
1=1 ` 


= Te, = == kb, ` C4) 
RA DR, 83 
y= Š nib, = y's Te, 
1=1 k=1 


= LLL Tab, = F(E. a), 

于 是 

0= “Eh Esa 

ATIO b O EREERK, a o | 
= G= 12. D. s I (5). 

tst Atuk Ar XERE 


FEep= (T? Jex n 
这 说 明 ， 如 果 X 的 基 E 和 的 基 B 给 定 ， 并 且 E 和 B 中 的 向 量 按 
一 定 顺 序 排列 ， 那 么 矩阵 Tgs 就 由 线性 算 子 了 唯一 决定 。 这 
时 ， 也 说 矩阵 Tes 表 示 了 在 这 阙 组 基 下 的 算 子 T。 

利用 列 向 量 X = (8 人 有 7 Y= (smo), (5) 

式 可 用 和 矩阵 记号 写 由 í í, 

" = Ter x . (6) 
同样 ，(4? 式 亦 有 
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Te = T pb (7) 
其 中 Te = (Te, Te)", b=B7, Te HIERT f E E 
现在 ， 我 们 来 讨论 空间 X 上 的 线性 泛 通 。 设 m=n， 
E= {e,, s C JEX 一 组 基 ， 如 前 给 定 。 由 前 节 ， 我 们 知 
道 X 上 全 体 线性 泛 函 作成 代数 对 偶 空 间 X*。 则 对 于 每 一 个 泛 


mC X* 和 任意 的 x= Y'&e CX, W 


1 =1 


f(x) = (Esa, )= Défle)= Téa (8) 


其 中 
aq, = Í(e,) Gr 12) 302) U Q (9) 
这 说 明 ， 线性 泛 函 1 的 值 被 它 在 X 中 的 n 个 基 向 量 外 的 值 4 
…，oa 唯 一 地 确定 。 U Qn Da ~ 


显然 ， 当 了 E X* 给 定 ， 则 2 = fe, ) 亦 给 定 ， WRR M 
a= (4, =, a), MagRih EE, 这 与 并 6， 2 (5°) 中 
Aaa s Q s 1 a | 

一 方面 ， 由 (9) zÑ 任意 给 Zn MARG ta Gas 
SAARTEN AARE, PE E 
| : Cia. @s Oa 79, 70 70) uu : 
(Os ls 0 tea .10509 l o An D a 


cd, 0 0, s 1 0) 
CO, 0, 0, s 0, 1) 


由 (9 ) 式 ， Luck Tn RAE ER, Mis ` `. 表示， 
则 有 | 
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' `” f0， 如 果 i=e&s 
TORN mMFi=k, ` (10) 
亦 即 ， 大 在 第 R 个 基 商 量 ex 处 的 值 为 1， 而 在 另 Rn - 1483813 
量 处 的 值 为 0 tn 称 为 Kroneokot 记号 。 我 们 称 伏 ， f U 
思 } 为 X 的 基 {e;，e，…，ea} 的 对 偶 林 。 
9.1 定理 设 XX 是 n 维 线性 室 间 ， E={e,,", es 是 和 的 
一 组 基 ， 则 由 〈10) 式 决定 的 FE= {fp es h) EX 的 代数 对 
偶 空间 X* 的 一 组 基 ， 并 且 dimX* = dimX=as ' 
证 F={f,，…，f,} 是 一 个 线性 无 关 集 。 因 为 对 于 任意 
CEANTAR, Be "Bao Æ : SE 


Bf = 0 _ ，， f QD 
b=1 ， 
Bj, GELA Ay, DRRR. 于 是 
Dice)= Boi = B=0 Ka: ka `. n). 
k = ir 


现在 来 证 明 任 意 f € X*, 部 可 由 p- - 表 出 。 HOR, 
对 于 任意 的 x*EX, A a ; 


f) = Dia; x= (6) < 


另 一 方面 ; 外 €109 式 g 


. DoCS Y en C.E 
= (Es cr mu, esa i x 
"sama. ` oi. 
代入 上 式 ， 得 到 u: 
I fo = ait) I | 
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利用 x 的 任意 性 和 fi= 1, 2, +, n) 的 线性 性 ， 推 得 f= 
afi ++ +a,fa 而 dimX* = dimX=n 是 前 面 证 明 的 直接 结果 。 
为 了 得 到 X 是 代数 自 反 的 结论 ， 先 证 明 下 述 引 理 。 
9.2 引 理 设 X 是 n 维 线性 空间 ,如 果 *x。 EX, 对 于 所 有 
的 fE X* 都 有 f(x。) = 0， 则 必 有 Xo.= 0。 
证 假设 {e1，,…,es} 是 XX 的 一 组 基 ， 则 有 . 


Xo = Ehe, 
MECO R, J(x)= Y oa, (12) 


由 假设 ， 对 于 任意 EX*，(12) 丝 为 零 ， 亦 即 ， 对 于 a,, a, 
…，Q, 的 任意 一 种 选择 ，(12)〉 式 均 为 零 。 特别, 选择 a, = 1， 
其 它 a,=0 G=2, 3, Sn), 
fx) = Dé ,=E0n=0 
, 于 一 站 . . : ` ` a 
又 选择 co: = 1# Ea, = 0 (i=1, 3, ** ñ), 则 有 - 
f, (X,) = X; Sam = = 0 
如 此 下 去 ， 必得 到 5 = Es = …= Eon =0, 所 以 % = 0。 
9.3 定理 ”有限 维 线性 空间 是 代数 自 反 的 。 
证 “考虑 自然 映射 C;X-_>Xe*， 前 面 已 证 是 线性 映射 。 
对 于 xu EX， 如 果 C(xo) = ó, 意味 着 对 于 任意 的 了 fE Xe*， 都 有 
Cxu(f) = g,,(f) = f (x|,) = 0 `. 
由 引 理 9.2， 必 有 Xx。= 0。 又 出 定 理 6.4( 12, WRA ARA 95 
AAC: 多 (C) 一 >X 存 在 ,再 根据 定理 6,4( H) C EÈ 
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REAT, EMO), W 38dimg(C)=dimx, MER 
9.1, dim X** = dimX*= dimX， 合 起 来 必 有 dmR (c) = 
dimX** EEPO, RAPORA, FEZ 
= Xs#， 因 此 ， 自 然 映 射 C， X— Xa AARI 

注意 ， 对 于 无 穷 维 线性 空间 ， 自 然 映射 未 必 有 这 样 好 的 
性 质 ， 证 明 亦 困难 一 些 。 


J E 


1. RiR ( ! 


3 2) 表示 的 线性 算 子 T， Rs 一 >R: 的 等 
空间 . ° 
2. 求 出 Rs 中 一 组 基 { (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ORE Æ. 
3. 设 {f1,f2,f3} 是 RR 中 基 (e,,e;, es} 的 对 偶 基 ， 其 中 ei 二 (1,1.1)， 
= (1,1,—1), 6s=(1,—1,—1), 求 出 ffi, 了 ,fs} 和 fCX) ,f(x)，fs 
a), 其 中 x 二 (1 ,1,0)， 

4。 如 果 } 是 维 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 ， 则 其 零 空 间 N cf) 的 维 

mee: 
sKHIR3 L 288] (x) = a 十 0252 ab E= Bi 3, 其 中 x 一 
Ga. n Es). 如 果 考 虑 泛 函 用 (Xx) =Ë, +Ë, Es 有 什么 样 的 结果 呢 ? 

6. 如 果 x 和 y 是 有 限 维 线性 空间 X 中 两 个 不 同 的 向 量 ， 则 在 XE 
FEE- MREZE, EROA). 

7。 (线性 延 拓 ) ZENERE REX- AETA, EZE 
的 线性 泛 函 ， 证 明 1 可 以 线性 延 拓 到 发 上 ， 亦 即 ， AERX EKR HE 
AF, SE48F];=/f. 

8. 设 ZCR? 是 5,=0 的 子 空间 ，j 了 是 ZELWREZK, ZE CSI 
(o= rE) RIRE EAR, RERE, ESM 《给 
定常 数 )， 其 中 xo= (1,1,1) 。F 是 唯一 的 吗 ? 
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$10 ATREA, 对 偶 空 间 


假设 六 = (Xal 和 Y = eY, Ús) 是 ERK EAA 
范 室 间 《 这 里 两 个 不 同 的 范 数 使 用 了 相同 的 记号 ) ， 从 X 到 
Y 中 全 体 有 界线 性 算 子 作成 的 集合 用 以 XX,¥); 表示 。 我 们 当 
然 期 望 它 是 一 个 赋 范 空间 。 
对 于 任意 的 T，T,， T GE 澡 (X,) ,以 及 任意 的 元 x€ X, 
标量 2 EK， 按 自然 方式 定义 算 子 加 法 和 标量 乘法 为 
P+T) (x) = TX+T,x,. 
(aT) (x) = oTX,。 | 
另 一 方面 Z 的 范 数 可 定义 成 
ie 
容易 证 明 
10.1 定理 B(X,Y) 是 赋 范 空间 。 ` 
10.2 定理 MRY E Banacha zM}, NBX, 2 也 是 Ba- 
nach 空 = 间 。 
证 “假设 算 子 序列 HT, }€ BOX, v 是 任意 Cpuchy 序 列 ， 
则 对 于 任 给 的 se>0， TEUNA 使 得 对 于 所 有 的 n, m> 
Ny. WA 
IT, - Tall <E 
Exe 38.02 N (e) 时 
ATA ~T al = T, F, DATT; petet 
和 全 > 
对 于 任意 固定 的 x 和 任 给 的 , 取 e = 8&4, 使 得 加 xl = elil < 
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e, MOREIA- Tax] <E, IHT EYEYE 
的 Catohy 序 到 ， "Yay iy y JE Bima ch 2= [8] , T DKAT 
Y 中 的 元 ， 记 为 ?， 则 

T,x—>y € Y, 或 lim Tax= y 


显然 此 极限 依赖 于 x 的 选择 ， 不 同 的 XEX， 一 般 来 说 ， 就 有 
极限 yEY 与 之 对 应 ， 这 就 决定 了 一 个 RNT, X—Y, R 
Tx= y, 现在 证 明 T€ B(X,Y)。 T 是 线性 的 ,因为 对 于 所 有 的 
x, x EX 和 任意 的 c;,BEK， 有 

T(ex+B x) =limT,(ax +B X) =lim(aT,x ai 

, = QlimT, x+BlimT, x ggTx+RT x 

rais, 和 为 对 于 前 给 的 eg， Bn, MSN, A 

HITA- ITa SATa- ras o FRA 
所 以 {Tl} € RÆCauchy E3, (h RRO 522645; AIE 
R 中 收敛 ， 因 此 它 必 有 界 ，， wr. <M a kau 2, 

-J BÆ, APEX 
lx = tim, x= timit, k] : 


eain LALM a 
iss < 
Fg, TEB(X,Y)。 — 
RRETARA uka pi, 由 (2) R, meo 
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时 ， 得 到 . 
Tax- Tx|| = ||T,x — limT,x] = lim|]T,x _- T,,x!| 


<ellxl i ` (3) 
对 一 切 xEX 成 立 〈 当 ?>N 时 )， 所 以 


Jer, - Tx] _ 
sup IT 


rE : 


=IT.-TI<e 
FÆIT.-T|—>0, Bllimr,= T, XIH(T,) € B(X,Y) 选择 


的 任意 性 ，B(X,Y) 完备 。 | 

| se EENE Cispa E BLS SEX L, 便 得 以 下 
定义 。 | | 
”10.3 定义 AXES zN, Wm)X F2 44 界线 性 泛 
函 作成 的 集合 ， 构成 一 个 荆 范 空间 ， 称 为 X 的 对 久生 六 《或 
称 共 轿 空 间 )， 记 为 X’。 , 

由 定理 10,2， 显 然 有 下 述 定理 。， MEERES) 

10.4 ÆW X! Banacha A] o o a. 

任何 赋 范 空间 X 的 对 偶 空 间 X/ 都 是 Banach 空 间 ,， 这 是 一 
个 极 好 的 性 质 。 因 此 ， 泛 函 分 析 中 ,. 总 项 将 空间 XX 与 X' 联系 
起 来 进行 研究 ， 往 往 利 用 同 构 峡 射 ， 将 XX 的 研究 转化 到 空 间 
B (X,Y) RX 上 进行 讨论 ， 交 是 泛 函 分 析 的 一 个 基本 方 
法 。 

居 范 空间 X 到 路 范 空间 上 的 同 构 隐身 是 一 个 双 线 t 性 : 算 
子 T:X->Y， 并 且 保 持 范 数 , 亦 顺 ,对 卑 所 有 的 xeX, 有 Tx] = 
Ixll。 如 是 ， 则 称 X 与 Y 是 同 构 的 赋 范 空 H, HA 空间 与 
Y 同 构 。 同 构 的 两 个 赋 范 空间 ， 我 们 不 认为 它们 不 相 同 ， 因 
此 常用 等 号 连结 它们 。 下 例 中 ， 可 以 看 到 ， 刀 "的 对 偶 空间 与 
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R' 同 构 ， 这 时 ,就 简便 地 认为 R* 的 对 偶 空间 就 是 R*。 以 后 ， 
我 们 都 采用 这 样 一 种 观点 。 

10.5 空间 R' 的 对 侦 空 间 是 R 

证 ”根据 定理 7.4， 有 RY = (R")*， 又 据 上 节 讨 论 ， 
每 一 个 fe(R")*， 都 有 表示 ` 


f(x) = Y Erts, 这 里 ws = fe), 
k=1 - 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
n n 112/ = 1/2 a A 1/2 
f(x)| < Eal < ,EF i) =l! š) 
KED] > [ER (二 3 (Ze) |lx! (Ze) 
因此 ， 
f= sup, role (Ta) 


Hxi=1 k=1 


另 一 方面 ， 取 x = (a, `. QH) 则 


a 1/27 a 1/2 
a| Tat (Za) | 
b= 1 I k=1 . 


HEDI = Èa 
k=1 


所 以 
a 1/27 a 1/2 
a ETET fy 
m> Ele e in (Za) 
Eg A 
. k=1 
= lx 
合 起 来 ， 有 
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n \ 1/2 a ' v. 
= [32ei) -Bre = [xl] 
R = 1 k=1 


MSF 5 数 就 是 R* 中 的 范 数 。 . 

VEREST; (R°) —>R'",T; fin = G) 38 ha, = 
Ke) (k=1,2.…,n) ， 易 证 它 是 保 范 、 线 性 的 双 射 ， 因 此 
T 是 同 构 映 射 。 于 是 (RY ISR", 

10.6 空间 六 的 对 假 空间 是 三 

证 anp (2)， 这 里 6& Oy) WRA 
第 k 个 分 量 是 1， 其 余 的 分 量 缘 为 零 。 对 于 每 一 个 xel1， 有 唯一 
的 表示 ' 


x= Y ,Ee (4) 
k=1 


FELY, ROV 8 t'a SH Z 间 。 因 为 f 
线性 有 和 界 ， 则 


f(x) = Xs, a, = fie.) ` I . (5) 
这 里 ， 数 ws = f Cehi — 确定 i; 然而 je 业 = 1, FË 

ja,| = fel lf ille = lI 
因此 sup jed el | (6) 


说明 Dd, BF, HPE- (Byel"， 我 们 可 以 得 
Mr kms DERNAR ABEE, F 了， 可 以 和 天 


s= Esp, 


-1 


其 中 x = (8&0) El!， 显 然 g 是 线性 的 ， 又 
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oE Bl < sup I. > é = fxlsup KA 


所 及，g 也 是 有 界 的 ， 于 是 gt Cl)’ 
最 后 证 轨 ] 的 范 灶 即 店 中 的 范 数 。 因 为 


If001 = IE él <sup lo, YJ 18 = lixlsup fe 
hl eo : k-i I t o. 
所 以 ` 


jo J u a 
Hi = P 1 Ji < sup le,l 
与 (6) 式 合 起 来 ， 得 到 O C ` 


Ifi = sup LA : (7) 


(7) 式 决定 的 显然 是 让 中 的 范 数 。 

Sx (a) el ， 于 是 有 村 = xl 这 也 说 明了 映射 
T, WY URT, J i——x, = (qs》 是 汉 线 性 保 范 映射 因 
而 是 同 构 映射 ， 所 以 GY 与 拓 同 构 ， 也 写成 OV =F, 

10.7 空间 ?的 对 偶 空 间 是 !*， 这 里 1<p<+ oe， i 4 是 ? 
AIHA, MEX RI AF la poo 

WE 取 刀 的 一 组 Schauder 划 为 G), a= (0, ), TE: 
IERE KE ce 有 唯一 的 表示 “ 


x= Ye, | , ，， (8) 
k= 1 g aa ` ES 
考 说 任 一 个 fe(17)'。 因 为 是 线性 有 界 的 有 
. 于 (x) = 5 Erf Cer) = Tia 、 Ë (9) 


` 
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令 x, = (Sx”)， 其 中 
E = {一 各 一， kan, Hax 0; 
' N< | (10) 
0 9 ü kon, Ra, = 0。 
RA (9) 式 ， 得 到 


fx) = LEV = 2 kl: 
hmt h= 
AA (10) 式 及 关系 (4~ DP=4, BH ' 


æ% 149 
fo<l1<In[ 35 K£ |? ) 
n lp 
= t [= 四 anr) 


a lp 

= |!#ll [= ka,| ° ) 
ex, AA Sna 
a í n Vp 

f(x,) = > asl oll [= el | 


用 最 后 一 个 因子 去 除 上 不 等 式 两 端 ， 又 由 .1 -1/p= 1/4 
所 以 有 


fa 1~1/p / 1/q 
[E tal.) -[E ede] <fi 


k=1 k=1 


` 


la. 


Eos 7 


上 式 对 于 任意 "成立 ， 令 px- > cc， 推 得 
a 174 ` 

PLN 去 二 © aD 
h / 


-1 
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说 明 (el, 
另 一 方面 ， 对 任意 的 b= (Bs)el?， 可 以 得 到 人 空间 上 一 个 
相应 的 有 界线 性 泛 函 g， 实 际 上 ， 可 以 在 上 定义 


. 8(x) = Tibr, 其 中 x= (Epele 
hk=1 
BASENE SABATER BERTS, 因为 


|g(x)| = Eish <E n Al 


< 全 ël? [59 < 


1⁄4 
-mE ia | = xtp lola + oe 


因此 ， 


Il = l < b 
lg! Sup, 全 <I ila 


所 以 ge(1?)’。 
BREA RTEA 的 范 数 。 从 《9) RA Halder 


不 等 式 ， 得 到 | o 
. 1⁄5 > 1/q 
Jee EAJ" 


keL G s 


|f(x)! = 上 sm 


jw -Nie 
mE 
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下 E 
Is 5 EAR ) . oaa sa Y 


h=1 


再 使 用 GD 式 ， 必 有 
æ 1/4 
Ifl = P LD sa 3 ta G) 


同 理 ， 念 c= an) .G/Len)s AHA delis: A T {Ry 
一 >?， 或 T，f 1 一 >c 是 双 线性 映射 ,又 从 (12) 式 ， 看 出 了 
还 是 保 范 的 ， ETETE HA o oo . 


习 -是 f | 

I. 设 /和 g 是 其 定义 域 在 赋 范 空间 X 市 的 两 个 腊 线性 芝 函 ， 则 
对 于 任意 非 零 标量 x 和 8， 证 明 线性 组 合 h=oj 十 Bs 是 其 定义 域 为 D (h) 
=D (j) nD (6) HARRER. - 

2. 假设 X 和 Y 都 是 赋 范 Z lJ, Ta, X—Y ġia, 2…) 是 有 
RRE TEA ERKAT: THE 着 对 于 任 给 的 e>o， FERNS 
0， 使 得 对 于 全 体 n>N 和 任意 给 定 的 闭 球 中 的 x,, AA || Tx —Tx || < 
e ae , 

3. MAXENE FIREA RERNE, ik llx l =max Ei, 
这 里 x= (Ë, e 名)， 则 对 偶 空间 X’ 中 的 对 应 范 数 是 什么 8 (C 

. 证 明 ， MEZAK EWAN, J 
二 

5。 若 X 是 赋 范 空间 ， dimX=o, 证 明 对 惕 空间 X， + HFR 
数 对 偶 空间 X*,， y Sy z i 

6。 (HLAP) AZ ， CE IX6942:3FFAE, 在 A 上 处 处 
为 零 的 全 体 有 界线 性 泛 函 的 集合 称 为 A 的 零 化 因子 ， 记 为 A'。 证 HAS 
是 对 偶 空 间 X’ 的 一 个 闭 线 性 子 空间 .什么 是 并 9 有 é o)? 

7。 设 A={(1, 0 一) , G, —1, 9), (9, 1, -IO 
R:， 求 出 A' 的 基 ， 
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$11 赋 范 空间 基本 定理 筒 介 


数学 本 身 及 其 应 用 中 的 许多 问题 都 归结 为 赋 范 空间 中 有 
界线 性 泛 函 是 否 存在 ， 这 对 泛 函 分 析 的 理论 本 身 是 十 分 重要 
的 ， 向 Hahn-ganach 关 于 线性 泛 函 的 保 范 延 拓 定理 完满 地 加 
答 了 这 一 问题 。 它 与 一 致 有 界定 理 、 有 具 逆 算 子 定理 与 闭 图 
象 定理 一 起 构成 了 赋 范 空间 和 Banach 空 = 间 瑰 论 最 92 JE 的 部 
份 ， 同时 ， 它 们 着 应 用 中 的 巨大 作用 仿 米 傅 盖 示 出 来 。 这 里 ， 
仅 对 这 些 定理 作 一 个 简要 的 介绍 。 但 是 ， 因 为 某 些 定理 涉及 
到 更 深入 的 数学 知识 ， 其 证 明 将 略 去 。 

11.1 定理 (Hahn-Banach) WX 2 lal, YC 
XE F zs s 间 ，f 是 Y 上 的 一 个 有 鼻 线 竹 泛 函 ， 则 必 存 在 X E 
的 有 界线 性 泛 函 F， 使 得 对 于 所 有 的 xeY， 都 有 Pl v= 且 
IFilx= iiflro u 

证 #@Imm&STSayeaac DES BCE, 需要 指出 
aypa n s 

根 设 了 二 和 ， 则 必 有 xueX 一 了 ， fE ex MY 的 最 小 线性 
子 空间 Y, = {Z+ 知 }， 则 的 任意 元 均 可 唯一 地 表 成 | 

y=tx, +x ` 
其 中 xeY，t 是 标量 。 事实 上 ， 如 果 结论 不 成立， 元 ? 可 表 示 
为 Gooi 
Y =t Xy t Xis y = LXo + X, 
Hix, x,eY, a 1 都 是 标量 。 网 有 
tXo + x, = t,X, + X ` 
亦 即 XX, = -t ) x . 
Att, FA 
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x, = FY 
这 与 xveX ~ Y 的 假设 矛盾 。 于 是 ，t1 = t， 从 页 Xx, = Xx,， 故 表 
示 式 唯一 。 . | | 

现在 ， 我 们 首先 把 泛 函 f 延 拓 到 Yi 上 去 。 如 果 所 求 0 Z 
AREE, WA 

F(Y) = tF (x,) + f(x) = f(x) — Ct (1) 
#p-F(x)=0, 要 想 在 延 拓 中 不 增加 泛 函数 的 范 数 ， 则 必 
须 找 出 这 样 的 C。 使 之 满足 不 等 式 


IG) = Ct) SHA lx + tol | (2) 
亦 即 ! f oE ooog 

= [AIE + txl E = Ct<lifllx+ txal 
或 者 


fCx) + IfI + tx,|>>Ct2 f(x) 一 全 用 lx 二 txl f 
Qz=x/t, 则 zeY， 于 是 所 求 的 数 C 应 对 一 切 zeY 满 足 条 件 
> 9 
合 (3) z 式 的 常数 C 总 是 存在 的 。 EZE, EM, zY, 
则 . . 
fG,) ~ fz) = fG. - z,)<lJlllz,— zal 
= BH; ; 十 Xu 一 (zp +Xo) l f 
<lllllz, +xoll + NF + xl 
因此 ， 有 | 
ED + Me se (0 
设 C sint {fo + flle, 


C, = sup (JG) = NINNE + xo 
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划 由 (4)》 式 知 
C,<C, 
任 取 一 个 数 C， 使 之 C,<C<C,， 则 此 数 C 即 为 所 求 。 TE, 
对 于 Y, = {Y.+xo} 中 的 元 y=tx。+x (xeY) , 得 到 有 界线 社 
ZA as 
F,G)=f@)-Ct H |F, =llfl 
因为 X 可 分 ， 必 有 {Xi， X s Xn e) = MCX， 并 且 
M=X， 现 在 仿照 上 述 作法 ， 逐步 作出 X 的 线性 子 空间 
Y,= (Y +x,) 
Y,= {Y +x,) 


YoY, tx a? 
ERSTEN Lep EE, 在 Y, 上 物 造 泛 活 F，， 使 之 
在 Y，, 上 与 F。, 重 合 ， 且 范 数 与 星相 等 。 如 此 ， 可 自得 到 
一 个 定义 在 X 的 一 个 笛 集 G 上 的 泛 他。 对 于 其 它 点 ， 如 xeX， 
存在 着 {x,j}eG， iims, =X, MSF) = limF6x, )。 由 于 


IFG)[ =lim (Fe, )| <limlPlle, 1 = He 


Et, Flr = ly 

-1.2 Hi: BELARTZA koi PA XI64E ROC, 
B #F2FX: L 0538 Ye 09 iF IRF, w | 

IF| = 1, F(x,) = lx] ' 

证 令 Y = {xeX|,-。., 则 是 X 的 线性 子 空间 。 
在 Y 上 定义 线性 泛 茵 ` | 

fix) = f ax.) = allxoll . (5) 
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因为 

Fœ = flaxo)| = jal llxoll = Hæll 
FÆI =1, ER “iiHahn-Banachii seit, r Ef pÈ tE 
HARPEA, WEEXENA REZDAF, 使 得 WP "Ë 
1 用 = 1, XI (5) 式 ， 显 然 有 


Fx) =f lx | | 
”从 推论 11.2 容 易 看 出 ， mia AREAN SRE z 
AP Es oo a. t 
11.3 推论 FRUS D EA 部 有 
leli — JECO f 
læ = Sp Im . EG 


as ENTRIA, IERA M 
f(x) = 0, Mix, = 0, . : raras; 
证 AREL ahi sul, Wa. EF 
|£ of ~ hex bck se moot 
aR, UIN a IEI ro ET rf: nY v SERE KUSI 

另 一 方面 ， 利用 关系 eol < Mihil, 


Jf 


Ee 
Wt 一 Ol in 


人 
Apeh AE Riesz (808 by ERES RW. 空间 Cca, 
b) EMi 5 R R EDNA TR ipere lt jeegt 4h 
1(x) = Jaw PEAS T) 


Zan o Y k. 
E= 其 XeCle b), wey, 上 


Var (w) = WJ) 
证 ”用 Br[oa,b) 表 示 区 间 [a,b 虐 全 你 有 相通 数 作成 的 W& 
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范 空间 ， 其 范 数 为 |xi = sup, x01 , H Hahn-Banach 定理 


11.1, 313538 这 里 F 是 BCa， bJ 上 的 有 界线 性 泛 T, 
且 .| ; 
IFI = AA o 
为 了 得 到 表示 (7) ， 必须 定义 有 界 变 差 函数 W。 为 此 ， 作 函 
Zx, EKE C, ` E, i 
x,=1, 在 [it b) Ex =0 
( EDER EBLa, o t'a 
我 们 称 x, 为 区 间 C a, t) 的 特 、 Eo A: 
征 函数 ， 利 用 x, MP, 定义 ， 
(a) = o, WD = FO), | s 
E ‘tela, b . . ` “图 3- -3 ARKAT, f 


MERENWORRR LEKH, Puas. DP 
矢 家 知道 ， 人 HARER, 会 6= ag, Ml 


9 Sh 站 = O 时 5 


3: 


` ës ett), Rie 


edt Piga 0 时 。 
#cs o, ME = t/o” = be, ie, ATER 均 有 
‘| = £00E) f Oae (9) 
对 于 分 法 P,， us sa an Sa. 
a= <t < < =b -a WU _ (10) 
Bm E ”~ 


g, 一 e(w(t; ) wa 1)) 


和 Xt = Xis Puna Se Lu u SSE: (9) =, 得 到 
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n pe ` É 
Z pea wao] = F(x,) F(x) — F(x- | 


J5 


1=2 


sa (x) + DeLa) 一 EC 


i-t 
l =r (ex, + Eelk) ) 
NPIlex Eea,- x) 


上 不 等 式 的 右 端 有 |Pl = fl， 又 因为 la| = 1， 及 x, 的 定义 
w, Xi F tela, b), 项 xi， X, Xis . x, 一 x_i 中 只 有 一 项 


非 零 , 且 其 范 数 为 1 。 因 此 ， 因 子 els 1 ， 对 不 等 式 的 
左 端 [a,b 上 的 全 体 分 法 取 上 确 界 ， 失 得。 
Vawe<li 7 l 0D 


PEL, WERCO ENA RREAN. 
下 面 证 明 《7 》 式 ,其 中 xeCCa,b]， 对 于 形 如 (10) 的 
每 一 个 分 法 P,， 定 义 函 数 z， (应 是 z(p,)) ，' 它 依 顿 于 P, 而 不 
是 m:  . I < | . 
z, = X(t) Xi + Ex (x, xX) 《12) 


则 zeBCasb)， 由 Ww 的 定义 和 | 
F(z) EXER) + DE-DE) -FOX ; ` 


=x(tw(n)+ XBWED) WE 


= Tx WE) WC) (13) 


1 
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这 里 ， 最 后 一 个 等 式 利 用 了 结果 w(to) = w(a) = 0， 选 择 区 间 
[a,bD) 上 分 划 序 列 (P,) 使 得 1(P,) 一 >0， (n—>cc), (13) 
式 右 端的 和 式 趋 于 〈7) 式 中 的 积分 。: 如 果 我 们 有 F(z,) 一 > 
F(x)， 因 而 等 于 f(x)， 这 里 xeCLa,bY}， 就 得 到 (7) R. 

现在 证 明 F(z,) 一 ->F(x) 。 注 意 到 x, 的 定义 ,由 于 在 t= 
akt, (12) 式 中 的 和 为 0, 则 (12) K#&38z,(a)=x(a) +1, 
于 是 z,《9).“x(a) = 9 ， 再 用 (12) RFR CEEE 得 到 
z,(t) =Xx(ti-1)*1， 因 此 ， 对 于 这 些 t， 

` Jat) —x(t)| = [x(t,-,) —x(t)| 
于 是 ， 当 BD 一 -> 0 B, jz,-x|— 0, 又 因为 x 在 Ca, b) 
LER, VEU, b RER, MERDE, AAFO) 
一 >F(x)， 并 且 F(x) = f(x), W (7) R. 

` 最 后 ， 从 (7) 式 以 及 下 面 结果 : 


{ xawes) <max |x(D| Var(w) = |jx||Varow), 
o i (0 
我 们 有 .. f 
|f (x)| < max | x(t)| Var(w) = ||xi| Var (w) 
对 非 过 的 xD 取 上 确 界 ， 印 得  ， 
sup : ol Varcw), (15) 


x€ cla, bl fx] 
x*0 


再 利用 (11) 式 ， 推 得 (8) 式 。 =: o 

值 竹 往 意 的 有 是， 在 定理 专 。4 中 ，w 并 不 唯一 。 但 在 附 加 
所 谓 正 规 化 条 件 ， 在 上 = 4 处 ， ， 为 0, 且 在 任 一 点 ke， b) kk, 
wE, JA | 
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Wd) = 0, w€t+ 0) = w(t) (a<t<b) 
之 后 ，w 就 是 唯一 的 了 。 : 

11.5 —S m EQ BR (T.) 是 Banach 空 AX 到 
B 范 空间 8 里 的 有 界线 性 算 子 序列 ， 使 得 对 于 任意 的 xx 
(IT l 85k, -JRE 

IIT: ETS {f= L2, D) 

HACERLA, WBRA ANT, A NAEEM, es 

IT, [SM (n=1,2 4J: 

证 明 从 略 。 

AERA, EANET RN inpaya Bi S R 
MARRS AREF RRR ERE ERN. AI 
SE 7E2s |BJE0 SRI rh yu 6 6 BE At, He EEE kk 
S Em š Hahn-Banach3: TAJ REACH E, —E 有 
界定 理 一 起 构成 泛 函 分 析 中 的 基本 定理 。 

11.6 :定义 ARYE EEA, WRT: PT) 
Y, DIDCXHFRM, WRAT) 中 每 一 个 开 集 的 象 亦 是 
Y 中 的 开 集 。 

注意 ; 在 上 述 定义 中 ， 如 果 T 不 是 满 射 ， 那 么 应 该 区 分 
TEIDEN uda BDAY. 上 的 映 
射 两 种 情形 。 

11.7 FEH, amira p.Banachz BJ XJ Banach 
RAY Eu bk Era nas ye 38:54 , WRTEERA, M 

T-: 必 是 连续 因而 是 有 界 的 。 

11.8 定义 : 设 X 和 7 都 是 赋 范 空间 Ta 9 (T)— 3k: 
BIAT, DITYCN, WTRRRF 1E E AR 

G(T) = { (x59) |.ep<5 ,ya7x} 

是 赋 范 空间 XxY 中 的 闭 集 。 空 间 X xY 中 的 两 种 代数 运算 定 


‘» ZT 


(x, Y) + (x,,y,) = (x, +x,, Vy +J>) (16) 


a(X,y) = (Gx, ay) (a 是 标量 》 
其 范 数 为 | 
Gey) = lxJ + yl š an 


11.94: AMARE R RXMY Banacha I| , T: 2(T)— 
?是 一 个 闭 线性 算 子 ，、 其 中 多 (DX， ARATE XRM 
集 ， 则 T 必 有 界 。 

证 首先 ， 我 们 来 证 明 乘 积 空 SEX XY 在 . an 2 3 
Wa kr FE d80u, (aX x Yap EE Chy EA], 其 
中 z= (xy), MPITTER HENE), WE 
m,n>N(e)Br, #£ - 

|z, Zoll = |x, —x,|| + ly, Yal <= - (18) 
TE {3} 分别 是 多 和 了 Y 申 的 Cauehy 序 列 FHX HY 的 完 
备 性 ， 必 有 xeX 和 yeY， 使 得 x 一 ->X，y ,一 让。 令 Zz= (Xy), 
H (18) 式 ， 当 n>N(e) 时 , m-— o°, £ liz, - z<, 再 
Hiz OERE, SAX xY 冯 完备 的 。 

由 假设 ，G(T) 是 和 xY 中 的 闭 集 ， 并 且 允 (T) 是 X 中 的 闭 
集 ， 所 以 G (T) 和 多 éF) BÉZAN, TERA 

` P, G(T)—> BT) ' 

(x, Tx) — 
显然 P 是 线性 的 ; 又 因为 

lË, Tx)!| = jæl< + Tx] = I, TON, | 
RENEA BJ. PEERI. SER LE, RHA 

P-1, Ø(T)—>G(T) f . 

X i— (x, Tx) 


x#cayaz DREE, 由 有 界 道外 理 11.7 知 ， PoR 
a ]45 ° 


IRER, TO <M], ErHME— 定常 数 。 同时 ， 注 意 到 
对 于 所 有 的 xe 多 (T)， 都 有 

(TXS HT] + lx = E TOMI] 
FE, TF. 

假设 X 是 已 知 赋 范 空间 ，X' 是 它 的 对 偶 空间 ，X? 是 它 的 
第 二 对 侦 空 间 (或 二 次 对 偶 空 间 ) ° . TIR 00xeX, 我 们 
EXX’ 上 的 泛 函 g ,为 

gx(f)=f(x) — (fex' E 变量 ) i 09 
则 有 下 述 引 理 。 

11.10 引 理 ”在 赋 范 空间 X 中 ， 对 于 每 一 个 元 xeX， 由 
(19) 式 定义 的 泛 函 g: 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 ， Aiie, EXY, 
并 且 其 范 数 

llgxll = lIxll E - (20) 

证 由 $ 8，8: 显 然 是 线性 的 。 而 (20) AE Ë 从 (19) 
式 和 推论 二 .3 得 到 : . — aTa 


lsat = sop P= sup Ap g 


` 3. ( 题 区 
1。 证 明 ， 如 果 对 于 赋 范 空间 X 上 的 全 有 办 都 有 
1(x) =f(y)， 则 X=>。 

2. 取 X 二 R?， 求 出 定理 11. IRRF. o ALOS 

3。 证 明 ， 在 定理 11.1 的 条 件 下 ， BEE Fe, ER IEI 一 
J (Xo) EFS, 

4。 BRXERRÈ M, eX, re, 1 inen, 都 
IaxoI<C， 则 1 x ESR 

5。 证 明 , T; RARER G, ED CDER. TIA Va 
RRE, SD— Gn O0 EARR? 
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6。 设 X 是 赋 范 空间 ， 其 元 是 复 序 列 x= (5;) ,其 分 量 只 有 有 限 多 
个 非 零 。 定义 范 数 为 x 一 supjE il HT: X> XJ 


Y=Tx= @, b +Š eo 


证 明 T 是 线性 有 办 的， BETER, 
7. 设 工 ; XY 是 有 界线 性 算 子 ， .其 中 XX 和 7Y 都 是 Banach 空 间 ， 如 
采 由 六 对 。 证 明 存 在 状 正 实数 a;b， 使 得 对 于 一切 xeX， 有 
`>  alslFSlTsf<blixil' 
8. 如 果 闭 线性 算 子 的 逆 算 子 T-! 存 在 ,证 明 T*! 亦 是 闭 线 性 算 +. 
9。 设 T 是 闭 线性 算 子 ，DCT) 中 的 两 个 序列 { x} ，{ xs} 均 收 
全 于 相同 的 极限 x， 又 如 果 { Tx" } ，{ TX, } 都 就 你， 证 明 {TX。} 和 
(Tx, ) 有 相同 的 极限 Tx， 
10. 证 明 闭 线性 算 子 T,X 一 Y 的 零 空间 NT) 是 X 中 的 闭 子 空间 . 
r. 假设 X 和 Y 都 是 赋 范 空间 ， nx, T, 文 -了 是 双 射 闭 线性 


AF, WBT AR 
I i 


812 kk 58 ka 


在 微 积分 中 ， 根 据 不 同 的 条 件 ， 定 义 了 多 种 收 敏 性 。 例 
m, RAKK 绝对 收 敏 、 一 臻 收 黎 、 逐 点 收敛 等 等 。 在 泛 
函 分 析 中 亦 有 类 似 的 情形 。 我 们 现在 蛮 引 入 的 赋 范 空间 中 点 
Asus. 在 由 宛 空 间 线 性 算 了 理论 之 中 有 着 重要 
作用 。 

12.1 定义 AEAN AA EARN 
依 范 数 收敛 ) 的 ， 如 果 存 在 着 元 xeX， 成 立 着 


limi|x, —x|| = 0 


这 时 ， 亦 写作 
“147， 


limx = x 


或 简 记 为 
x— (n— co) . 
称 x 为 点 列 {X,} 的 强 极 限 ， 也 说 {xX， Emek", 
强 收敛 就 是 大 家 熟知 的 u: Ve a 
12.2 定义 BU 2E|B|X rh 0 SNJ (x, JOSE WK Akas, 
如 果 存 在 着 xeXK， 使 得 对 于 所 有 的 有 界线 性 证 函 feX'， 都 有 
. limf(x,) = f(x) 


记 为 
w 
x, —>x 


KT (x JRR, 起 凌 (x) 收 基于 x 
”点 列 的 弱 收 你 具有 以 下 性 质 。 
12.3 ”定理 ”假设 {x。 } 是 赋 范 空间 X 中 的 弱 收 人 序列, 妈 


w N n" is nl e ` N um - 
X— > x, 则 和 : 


(I) {x) 的 弱 极限 x 是 叭 一 的 4 ，， a 
` Ch. isa Sus as | 
G, 序列 (有 看 内。 u; CECENE 


"CCI ia ua u, sloy 
WS (x,) > OESO), RSE ,因为 {f Cx,)} 
A ie BEIS foy F; E — 4- 

jx ga 
i-iii- 
再 由 推论 11.3， 推 得 x-y= 0, Blx=y, 


© fO 
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(Cl) 注意 到 仔 (%,)} 是 收 全 数列 ， 结 论 剧 然 成 立 。- 

CD AUCO EKAR, BA R, AF Hn, 
FD | 和 Crf， 这 里 常数 Cr 仅 依赖 于 证 函 j 的 选取 而 与 n 无 关 。 
PHERI XX, EEn XY 

g. (fy=f(x,) FEX) 
则 对 于 所 有 的 x， 有 

gx, DI = fx) <c; " 
这 说 明 对 于 每 一 个 JeX/ , 序列 { ls, DNAR AIX 完备 ， 
由 一 致 有 界定 理 11.5 推 出 {es, DAF 再 根据 引 理 11. 10, 
lgs ,|| = lx。 

12.4 ”定理 假设 X 是 赋 范 空间 ， €, E RGL] 点 列 ， 
xeX, 如 果 I 

(I) 序列 {x, 中 有 界 ， 

` (I) ACX 是 完全 集 ， 对 二 任意 feA4， 都 有 Rx) > 
f(x); 

w 

则 x, 一 一 >X。 

证 ”由 〔I)， 对 于 所 有 的 m， 有 llxojl<M， 并 且 l< 
M， 其 中 M 是 一 个 充分 大 的 常数 。 TARN HAZA $, 
对 于 任意 的 JEX' ， 必 存在 序列 { 如 jespan4， 竺 和 一 > 所 网 
此 ， 对 任 给 的 >0， 可 找到 这 样 的 m， 全 之 有 5 O 


Hh 人 < 


员 一 方面 ， 因 为 {fm}5spanA。 KE CI), 必 存 在 Ne) 之 0, 
使 得 对 于 一 切 n>>N(es)， 得 到 


f, x.) — fn(X) <— 
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使 用 这 两 个 不 等 式 ， 当 >N(e) 时 ， 昔 含 
FD FCA < Jf: = f,Gx,)| + aln) fn) + 
ffa) — fG@)l | 


<lit- fallei 3 + lfa fllxl 


. i w 
再 由 feX’ 的 任意 性 ， 得 到 xXx, 一 ->X。 

强 收 伍 与 弱 收 化 有 以 下 关系 。 k 

12.5 ”定理 ”假设 {x,} 是 赋 范 空间 X 中 的 点 列 ， 则 强 收 
敛 昔 含 弱 收敛 。 

证 由 定义 ,x >x lle, -xip 则 对 于 任意 的 
feX'， 总 有 

HER WAGs f(xs—*)| < lll - xl—> 0 


于 是 ， xx, 

注意 定理 12.5 的 送 不 丰 。 但 如 果 X RARAS A, K 
两 种 收敛 彼此 等 价 。 

12.6 ZR 如 果 X EREZA, HB áimx <, 则 5 


收敛 与 强 收敛 彼此 等 价 。 | 
证 ik(x, EX 中 的 点 列 ，XEX， hE. 5 只 需 证 明 


>x 草 千 x ->x， 不 妨 设 dintX Sm, E= (ëi, se) tx 
- i + VA 
一 组 基 ， 则 有 


x. =a VE t+ a, e, 


和 x=mG,6,+ - +G, ABRENE 对 于 任 意 的 Jex’, 
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Sfx, f(x), 特别 取 E 的 对 偶 基 {f,，…， fs), MH 


1, #i=k, 
f (e,) = 6,, ={ 
0, #ish, 
O ADE”, J. (x) = a, 


由 (Xx,) 一 之 所 (x) 推 得 & Oa, R, AA 


lx, x = (at el 


=Y le -alao (no) 


亦 即 {x， PERATA. E š 

| 那么 ， 除 了 有 限 维 空间 以 外 ， 是 否 存 在 着 其 点 列强 收敛 

SIA SON ERREEN 021E, I Schur 首先 证 BB 
ERIR AERE. g ' 


12.7 ÆR 在 空间 1 中 <p<+o), a 
仅 当 _ 
(I) RAHIKA R E | 
(I) 对 于 团 定 的 包 g= (E 和 X= (6), AE 
>E (n— co), : | | 
亦 即 ， D TIE ASIAS KAE RERA | 
-证 因为 室 闻 1?* 的 对 偶 室 间 是 1%; 其 中 ?和 4 是 共 辆 指数 。 
令 空 闻 1* 的 一 组 Schauder 基 洲 (e,) .， 这 里 e,=. (0,s)， 则 生 
成 空间 span (e,) ÆRA, 根据 定 建 12,4， 结 论 显然 成 立 。 


ao 


- Taa a .. `. or = . w 
12.8 -定理 R AFLE, bJ, x ECCA, b), XXe 
“151 ° 


(I) {x,(t)} 作 为 函数 列 在 区 间 [a,by 上 At it e k F 
X(t); l ' P ... 
(I) (lx, 858. 

证 (WI) 是 定理 12.3( 亚 ) 的 直接 结果 ， 现 证 (I)。.- 
FEREC, b), #C(a,b) ERNA A o BAOL, H 
rhxeCCo, b), ER IAEA ECCA, bD LRR AEZ Ko - E: 38 


w 
x— x, DA FX) >f, (X; Hx, (ts) > (fa), Ht, 的 
任意 性 ， (1) 成 立 。 
可 以 证 明 ，12。 8 中 所 给 的 条 伯 还 充分 的 ,3 这 可 以 从 一 
般 的 泛 函 分 析 书 中 查 到 。 
习 题 _. h 


l. 如果 jiane pichi Aa 列 ， ee Sx, yy 
W 


给 含 着 x, +y, —>x-+y, aX, ax, RihaBs aq. eo 
2. 假设 X 和 Y 都 是 赋 范 空间 ,TeB(X, Y), taek, 证 明 车 
和 wg isr 


w ' “w. 
Xn Xo, WT Tx, 
3. MEXER Z M, xX, xx šB, 和 着 
线性 组 合作 成 的 序列 {yn}， 有 Yn 一 xo。 i 
4. G3Cauchy AID RRE SANRA, 为 Cauchy JF 
列 ， 如 果 对 于 每 一 个 feX/， (Go } 是 Cauchy 数 列 ， AEC deny 
PEER. A nO à 
人生， ADELA # = + 
Wee 证 明 4 是 南 界 信人 i 
` GB SE EE DRE RER SE SSS, IME XABóAq =a Qh 38 
Ta 证 明 ， 如 果 X 是 自 反 空 间 ， 则 X 必 是 可 
完备 的 。 . te BPE gA, 
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第 四 章 内 积 空间 Hilberg ` 
lal s E ss I 5 - | 
MEA sI RIBanachass NRERIN (线性 运算 ) , X 

具有 拓扑 结构 CEO , AMEA RE RE RN 

已 初步 看 到 ， 这 个 空间 理论 极为 丰富 ， -应 用 极为 广泛 。 尽 管 

如 此 ， REZ RRRA RE 内 积 ， 以 及 条 为 许多 

应 最 的 重 桔 工 过 的 自 交 性 。 和 那么， 可 否 将 欧 针 室 闻 中 向 量 间 

的 内 积 和 正 交 性 的 概念 推广 到 一 般 线 贸 完 他 中 ? Like E 

一 定 的 条 件 下 是 可 以 做 到 的 。 ,这 就 导出 了 内 积 空间 和 Hilbert 
空间 。 

内 积 空间 是 特殊 的 赋 范 空间 。 NAAIT RËS 
间 ， 其 理论 很 丰富 。 同 时 ， 它 保留 着 Euclid 空 间 的 许多 特 
性 ， 其 中 最 重要 的 是 正 交 性 的 概念 。 实 队 主 ， 内 糙 坚 司 或 许 
是 Euclid 空 间 最 自然 的 推 六 上 K'aki Pj. :这 企 领 域 中 
前 攀 怎 寻 允 于 论 性 和 Hi 表明 是 极 汰 和谐 绕 一 的 。 蓝 企 理 论 起 源 
下 你. 于 出 bert 04912) Try 4sa) WE, TH 0538 00 BE BH 
几何 术语 和 记号 则 是 E,Schmidt (1908) KA YG, K awale— 
VARELA EAANRREAMER GENERERA EN 
际 应 用 中 最 为 常见 的 空间 了 。 Soo žar eg 


$1 内 积 空间 、Hilbert 空 间 — 


:1.1 定义 ”内 上 入 室 税收 是 具有 内 积 的 线性 WHI- 
bertze ( 指 在 内 积 所 决定 的 虎 肥 下 完备 AARE 
闻 。 空 间 X 上 的 内 积 是 空间 X x X5JX 8338838 H pk ,期 ， 
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亦 即 ， 对 于 中 的 任意 元 x*，y， 总 有 一 个 称 为 是 x 与 > 的 内 积 
的 标量 
(x,y> 
与 之 对 应 ， 使 得 对 于 所 有 的 x，?y，zeX 和 标量 w， 成 立 着 
(IP1) (x+y,Z> = (x,Z> + (y, 22; 
(IP2) <ax;,yy=a(%@,y>; 


(1P3) «x,y = Gy, 

(IP4) <x;X) 汪 0 ，<x,x) = 0 HHHX 0 

在 内 积 公理 (1P3) 中 ， 横 线 “ ATARE. 如 果 X 
是 实 线性 空间 ， 则 (IP3) 化 为 

(xy = (yz — (对 称 性 )- 
从 定义 1,1， 容易 推 得 

ax + PD = = “ax, + By, 

 Goayy = a(x,y>. Í s o 

《x, ay + Biy = =a Cx, yy + Bix : 
A (1) rh S— MI G, ,关于 第 -小 因 子 是 线性 
的 ;而 Cr) 式 的 第 三 式 电 你 它 关于 第 工 个 因子 是 典 铬 线性 
的 或 半 线 性 的 。 O l an 

显然 ; *ienpuaxrkunukuna, "ras 
jx, yeX, 我 们 有 

lxl= we x) u f _ (2) 
和 A 
id = Hy A (3) 
因此 ， 内 积 空间 必 有 为 赋 范 空间 , Hilbert 空 间 必 是 Banach 空 间 。 
但 是 ， 此 论断 之 逆 却 未 必 成 立 s . 
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1.2 3R (平行 四 边 形 公式 ) ” 设 X 为 内 积 空 间 , l° l 
由 内 积 4*，) 决 定 的 范 数 ， 则 对 于 任意 的 x，yEX， 都 有 

lx + yl + jx- yl? = 2(||x| + liye) (4) 
(4) 式 称 为 平行 四 边 形 公 


式 ， 它 的 最 简单 的 几何 说 明 
如 图 4-1。 引 理 1.2 说 明 由 内 
积 决定 的 范 数 必须 适合 平行 , 
四 边 形 公式 。 à 
证 由 (2) 式 ， 有 人 > 
x 


|x + yie + ||x — y|? 
= <x+y, x+y) 图 4-1 平面 中 的 平行 四 
+ XxX—y, x-y) 边 形 公式 图 示 
= (x+y, Xy +(XX+y, y+ CX—y, 
X>y- (X—- y, V) 
= (x, x>+<(y, X>+<X, Y) t WY) 
+ (x, x>-— (y, x>-— 《X,Y 
+ Xy, Y) 
=2Cx, xX) +2Cy, y> =2(lew| + lyla 
1.3 ”定义 ”内 积 空间 XX 中 的 元 x 称 为 正 交 于 元 YEX， 如 
果 (x，?》 = 0。 此 时 ， 也 说 x 和 ?是 彼此 正 交 的 ， 记 为 XY 上 ?。 
同样 ， 对 于 XX 中 的 子 集 4 和 8B， 称 x 正 交 于 A， 记 为 XxLA， 如 
果 对 于 一 切 aE4， 都 有 xc。 称 二 子 集 A 和 B 是 彼此 正 交 的 ， 
NA LB， 如 果 对 于 所 有 的 caEA4 和 bEB 都 有 4Lb。 
1.4 引 理 内 积 和 它 决定 的 范 数 满足 
CI) |@, y>|<|xillilyi 《SSchwarz 不 等 式 ) (5) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 x 与 ?线性 相关 。 | 
CHI) lx+y]=<lx]l + Iy] (EATER) (6) 
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证 (I)〉 如 时 y=0,(5) 式 显然 成 立 。 不 妨 设 7 万 0, 则 对 
任意 标量 4， 总 有 
0 <|x-ayl:= <x- ay, x-— ay 
= (x—ay, x>-— xX-~0y, Y» 


= (x, Xa xy — Q (x,y>+aaq (y, Y) 
= (x, x)= alx, y-a y, x>— z(y, XJ 
Wa = 《y，x)/《Y，y)， 显 然 上 式 方 插 号 一 项 为 零 ， 所 以 


0 <x, x)= x y> = ||x|2 — Kal 
用 1 去 乘 上 式 各 项 ， 得 到 
0 <lill- x yy" 
于 是 ， 
(<x, yy iix 
后 一 个 结论 显然 成 立 。 
(I) 因为 由 Schwarz 不 等 式 ， 有 
lx +y|2= x+y x+y) = |x] + Cx, y> + O, x> + lly? 
<|x |+ 2 |x, x>] + yl 
<lill + 2 lly + llyll? 
= (xl + llylly° 
所 以 lx+ yl=l<l + Hyl 
(6) 式 若 取 等 号 ， 必 有 (x，3 + (y, x)= zixl, 于 是 
Rex, yy =|xllyl2 lO, yzk B jk xt 有 = l, >l, 
故 x= 0 ， 或 者 x = cy, 下 证 是 非 负 实 数 。 因 为 RexX，2?7> = 
|x, y>], HELIX, y> = Rex, y>220 , 0 X, Y) = CY, 
y> = cliyll’。 
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注意 ，Schwarz 不 等 式 (5) 是 一 个 十 分 重要 的 不 等 式 , 在 
以 后 的 讨论 中 经 常 使 用 。 

而 引 理 1,4 中 的 (1)》 部 份 ， 立 即 推 得 范 数 公理 (N4) 成 
立 ， 其 它 的 三 个 公理 (N1)，(N2)，(N3) 容 易 验证 ， 所 以 ,由 
(2) 式 确定 了 范 数 。 

1.5 引 理 在 内 积 空间 和 中， 如 Rx, >x B y,-=y, MH 
x, y. (x, y>. 

证 AAxx, y,—y, JFBB|x,- x0, Hy,- yii- 0 
(>co)， 因 此 ， 

| Xas Yad = XYY | = En Ya) — G, y> + (x,,y>— Cx,y>! 
<|], Yn) Z (x, , y> + Xs > — (x, y> | 
=|@,,y,-yy| +|%@@,-x, y>] 
<le llya- yl + lx, — xl ly 0 
(n— co) 
引 理 1.5 又 称 为 内 积 的 连续 性 。 


1.6 W 
(M) Euciid 空 间 R* 是 Hilbert 空 间 。 对 于 任 . 意 80 x, 


yER", x= (É,), y= (7;), 其 内 积 为 
(x, yy=Ë T +e TË T. = Do Eh 
n 1/2 
所 以 ,其 范 数 为 lxl = vV, x> = (Ba), 
n=1 J 
(20) 酉 空 间 C" 是 Hilbert 空 间 。 对 于 任意 的 x，yEC"， 
x= (8,), y= (N), 其 内 积 为 


(x, Vt EN 


k=1 
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其 中 横 线 “一 "表示 取 复 共 轿 。 其 范 数 为 


n 1/2 
lx] = x, x> = P e1?) 


k=1 


(3 ”空间 Lra， 刀 是 Hilbert 宏 间 。 对 于 任意 的 x(t)， 
y(t) EL?zCa，b]， 其 内 积 定 义 成 


(x, » = | xyr (7) 


/ 


1⁄2 
则 范 数 |xl= wx = (| x(a) sar .特别 , 当 考 虑 实 
N 8 
ECo， 的 时 ， 肉 积 为 
@, 只 = | x(Dy(Ddt (8) 


它 作为 室 间 CECa， 妇 的 完备 化 空间 ， 其 完备 性 是 不 言 而 喻 的 。 
(4°) 空间 ?是 Hilbert 空 间 , 对 于 任意 的 x,yE7?,x.= (Š,), 
y= (17,), 其 内 积 为 
(x, p= EN, 


#=1 
/ °. 1/2 
所 以 ， 范 数 为 z= V =| 32181 :) 。 


(5°) 空间 1 (1<p<-+ co, p2) 不 是 内 积 空间 。 
取 x= (1, 1, 0, 0, +), Y= -1, 0, 0, =), MW 


oo 1/p 
x, YEPE R BJ. Hw, [D ju») = 2P, AY 520P 
k=1 
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但 是 ，x +y= (2，0，0，0，…)，x 一 y= (0，2，0，0.…)， 
ix +yli + lx- yl = 2:+27= 8, 2l + Hyll) = 20 C27)? 
+ (272)? =4.27, 因为 p 半 2， 故 平行 四 边 形 公式 不 成 立 ， 
因此 ， 纪 不 是 内 积 空间 。 

(6°) Crta， 如 不 是 内 积 空间 。 


取 x(t) = 1,y(t0) =F 显然 %， yCC(a, b), 我 们 有 
lxl= max lx(Dl=1, lyl= max Ily(D1= 
t— 
max ba =1, x(t)+y(t) =1+;— ” x (t) — y(t) = 


b 


-t 、 t—b 
b-a FANx+yl= max wap. 


1+E2|= 2, lx-yl= 


max 
b-a 


= 4 。 平 行 四 边 形 公式 不 成 立 。 

从 内 积 空间 中 的 内 积 出 发 ， 可 以 定义 出 范 数 ， 它 满足 平 
行 四 边 形 公式 。 反 之 ， 从 内 积 空间 的 范 数 出 发 ， 也 可 以 将 内 
积 表示 出 来 。 如 果 是 实 内 积 空 间 ， 有 


@, yy =F Cle +y- l- yl (9) 


=1, lx+yl?+lx~-yl:=5, 2dixl? + yl 


若是 复 内 积 空间 ， 则 
@, yy=- xtyl ey ti 


《10) 
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(9) 和 (10) 式 称 为 极 化 恒等式 。 

1.7 定理 .对 于 任意 内 积 空间 XX， 必 存 在 着 一 个 Hilb- 
ert 空 间 五 和 从 天 到 青 的 稠 子 守 间 好 的 同 构 上 映射, HEAK 
X F, SEHER —- J. 

定理 的 证 明 交 第 二 章 定理 6.2， 这 里 ， 可 定义 瑟 上 的 内 积 


为 (x, y> = lim<x,, y,>o 


内 积 空间 之 间 的 同 构 上 映射 是 指 保持 内 积 不 变 的 线性 双 
射 。 此 时 ， 也 称 二 内 积 空间 网 构 。 

内 积 空间 和 的 子 空间 了 是 于 的 一 个 内 积 子 空 间 ，Y 中 的 内 
积 是 由 和 中 的 内 积 限制 在 Y xY 上 而 得 到 的 。 

EFE, Hilbert 间 五 的 子 空间 Y 是 互 的 一 个 内 积 子 空 
间 ， 但 不 必 是 Hitbert 空 间 。 

1.8 定理 设 Y 是 Hilbert 空 间 及 的 子 空间 ， 则 

(I) 了 完备 当 且 仅 当 Y 了 是 H 中 的 闭 集 ， 

(H) 车 Y 是 有 限 维 空间 ， 则 Y 完 省， 

《十 〉 如 果 HH 是 可 分 的 ， 则 Y 也 是 可 分 的 。 一般 地 ， 可 
分 内 积 空 间 的 每 一 个 子 空间 仍 是 可 分 的 。 

此 定理 是 第 三 章 定 理 3.1， 定 理 4.2 的 自然 推论 。 


== a 


1。(Pythagoras 定 理 ) 如 果 在 内 积 空 间 X 中 有 x.Ly, 证 明 ||x 十 
yj 三 [xl 十 由 yll:。 将 此 结论 推广 到 m 个 正 交 向 量 的 情形 ， 

2. 如果 上 题 中 的 XX 是 实 内 积 空 间 ， 证 明 反 过 来 ， 给 定 的 关系 蕴含 
着 x |y， 但 如 果 X 是 复 内 积 空间 ， 则 上 述 结论 不 成 立 。 举 例 说 明 . 

3。 设 X 是 全 体 有 序 复 数 对 作成 的 线性 空间 ， 从 一 个 内 积 
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PPIX EWER 一 |51| 十 5 2 这 里 x 一 (5 Š>), 

4. 在 空间 RR? 和 RR 中 的 Schwarz 六 等 式 是 什么 ? 请 给 出 另外 的 证 
明 。 

5。. 如 果 {Xxs} 是 内 积 空 间 中 的 序列 ， 证 明 条 Eai xl ERa 
LX NAGARA X 

6。 设 X 是 由 关于 1 的 多 项 式 x=0 和 次 数 不 超 过 2 的 实 多 项 式 组 成 的 
内 积 空间 ， 当 t5a， 妇 时 ， 内 积 由 本 节 (7) 式 给 出 ， 证 明天 是 完备 的 。 
令 Y 是 由 使 得 x(a) 一 0 的 全 体 xeX 作 成 的 集 ， 则 了 是 X 的 子 空间 吗 ? 全 
体 次 数 为 2 的 xeX 作 成 X 的 子 空间 吗 ? 

7. 证 明 : 在 内 积 空间 中 ，x_|y 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 标 Sta, #|x 
+ayl|=||x -ayll。 

8. 设 了 是 区 间 [Ca， 妇 上 全 体 连 续 复 值 函 数 作成 的 线性 空间 。 令 已 


=(Y ile) 3trh|lx]l==max kol, 又 设 Xs 二 (Y，|1i*i2)， 这 里 
|x = VX, X>, x,y? fixos, WAX >XE 的 E 
射 1 x— R EROUKA, LEZA). 


82 四 集 、 正 交 补 与 直 和 


在 度量 空间 X 中 ， 元 xEX 到 非 空 子 集 4CX 的 距离 6 定义 
成 


ô= inf d(x, y) (1) 
yod 
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在 赋 范 空间 中 ， 则 成 为 


9=inf |x-yl (2) 
显然 ， 要 知道 是 否 存在 着 点 YE4， 使 得 
ó=|x—yl (3) 


是 个 重要 的 问题 。 另 一 方面 ， 如 果 这 样 的 元 存在 ， 它 是 否 叭 
一 呢 ? 从 数学 上 讲 ， 就 是 所 谓 存 在 与 唯一 性 问题 ， 这 无 论 在 
理论 上 还 是 在 实践 中 都 很 忆 要 ， 例 如 ， 在 函数 的 逼近 理论 中 
就 是 如 此 。 

图 4-2 说 明 ， 甚 至 在 非常 简单 的 Euclid 平 面 Rz 中 , 也 可 能 
没有 这 样 的 y 能 满足 (3) 式 (图 (a))， 或 者 只 有 唯一 的 一 个 y 合 
FAR (AO); 或 者 有 无 限 多 个 ? 合 于 要 求 (图 (c)) 。 可 以 
预料 ， 在 另外 的 空间 ， 尤 其 是 无 限 维 空间 中 ， 这 个 问题 会 复 
杂 得 多 。 然 而 ， 对 于 Hilbert 空 间 来 说 , 却 有 着 简单 明了 的 关 
系 。 这 样 一 个 事实 是 惊人 的 ， 它 有 着 各 种 各 样 理论 的 和 实际 
的 结果 。 这 也 就 是 为 什么 Hilbert 空 间 理论 较 之 于 Banach 空 
间 理 论 更 简单 的 原因 之 一 。 


x x x 
9 
` ? R 
L) L tiy 
y 18 rN 
` ' 8; t xš 
Y : / 1, ` 
\ ' < 1 一 人 


A A 
(a) y 不 存在 (b) Ay © 无 限 多 个 y 
图 4-2 最 佳 逼近 的 几 种 情形 


现在 介绍 线性 空间 中 凸 集 的 概念 。 止 集 理论 与 数学 的 许 
多 分 支 有 着 密切 的 联系 ， 并 且 有 广泛 的 实际 应 用 。 
2.1 定义 “ 设 X 是 线性 空间 ，A4 是 X 的 子 集 ， 如 果 对 于 
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4 中 的 任意 两 点 x 和 y， 联结 它们 的 线段 

(ÀAx+ (1-4)y|o al } (4) 
都 在 集 4 中 ， 则 称 4 为 空间 中 的 凸 集 。 

由 此 定义 ， 显 然 ， 空 间 X 中 的 空 集 、 单 点 集 以 及 及 的 任 
意 线 性 子 空间 都 是 X 中 的 凸 集 。 

2.2 例 

(1) 设 X 是 赋 范 空间 ， 则 其 单位 开 球 

B(0; 1) = {X]zex, tx1<1} 
EN., KAHTE yC B(0; 1), AFIXI !jyll< 
LIATZ SASER A lA a-a A 
+ |1~Alllyl <. 


当然 ，X 中 的 闭 单位 球 BO, 1)=(x],ex. a IE 
集 。 

(2")” 室 间 CLa， 号 中 一 切 非 负 元 和 集 

E = {f(t) | fen ero, bl, fo) >68a< 58 bB] 
是 Cra， 忠 中 的 凸 集 。 

GO 给 定 集合 4 = {c,] in# 允 }， 则 集 4 上 的 一 切 概率 分 
布 


E={pi | anann} DOD = 1，pi0G= 1,2，…) 构 成 定 


义 在 4 上 的 全 体 函 数 作 成 的 空间 上 的 凸 集 。 
2.3 定理 ORRA F SEED: 
CI) m0F 053, 
(HI) 任意 多 个 凸 集 的 交集 仍 为 凸 集 。 
证 C) 假设 X 是 线性 空间 ，A 是 X 中 的 同 集 。 SEE 
的 x，yE A， 必 有 {Xs EA，{y,} EA, PEx, Yayo 
. 1639 ° 


因为 4 是 凸 集 ， 对 于 A 于 条 tF0<=4A=<18689fEDBIA, z, = x, + 
(1 一 4)y, A， 由 第 二 童 定理 4,5(I),， 有 


lim z,= iim |4x, + (1-2)y,] 


h — > 


Alim x, + (1-4) lim y, 


=Ax+(1—4) yC A 


又 由 4 的 任意 性 ，4 是 凸 集 。 

(TI) 设 4= 月 4， 其 中 每 一 个 4 都 是 线性 空间 X 中 的 
同 集 。 令 xX，y 是 4 中 任意 两 点 ， 则 它们 必 属 于 所 有 的 A。， 于 
是 联结 x 和 y 的 线段 (4) 必 含 在 每 一 个 4。 中 ， 因 而 必 合 于 4, 的 
交集 4 中 ， 于 是 4 是 西 集 。 

24 推论 任意 多 个 闭 廿 集 的 交集 仍 是 闭 西 集 。 

2.5 定义 ” 设 4 是 匡 范 空间 XX 中 的 任意 集合 ， 则 包含 A 
的 最 小 闭 凸 集 称 为 集 4 的 闭 凸 包 。 

现在 ， 我 们 来 证 明 本 节 的 一 个 主要 工具 。 

2.6 定理 设 X 是 内 积 空间 ，4 是 于 的 一 个 完备 凸 子 集 
A 关 $， 则 对 于 每 一 个 给 定 的 YXEX。 几 存在 着 唯一 的 yE A, 
使 得 


t: 
| 


mej] 5 
E AIEEE. 由 下 确 界 的 定义 存在 着 序列 

{yy < A， 使 得 l 
ô, >ô (n— co) (6) 


其 中 86, = x 一 y 汕 ， 并 且 6, 之 6， 下 证 {7,} 是 Cauchy 序列 。 记 
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Y, x= u,, 显然 |v,1 = 5,. 因为 !u。 十 Uy |l = Ly, + yn 一 2x! = 
1 ` 一 / 
a| Eo, tyna | 226, BIA T Ami, CO, + Yn) /23 


EA。 于 是 ， 由 平行 四 边 形 公式 ， 得 到 
Ya Yall? = x+ 5) = (x+ Uall)? = llu, = Vall? 
= — |U, + Vallë + 20 + lu,l12) 
< — (20)? +20? + Ôm) 
=2(@* — 02) +2(d2, — 02), 
再 由 (6) 式 ， 知 上 不 等 式 的 右 端 可 任意 小 ， 所 以 推 得 {?。}EA 
是 Cauchy 序 列 。 由 假设 ，4 是 完备 的 ，{? 小 收敛 ， 必 存在 
VEA, EEY >Y. BÆ, Hu, = ly,- xl = 6,26, 于 是 jy 一 
x||Zó, BAH, lx — y| <llx— y," + lily, - yll = ó, + ly, — y! 
0, Alx- AZ, #lx- yl = 9。 
现 证 唯一 性 。 假 设 结论 不 真 , 则 还 有 yeEA, 使 得 |x- ?ol 
=6， 由 平行 四 边 形 公式 ， 
y- yll = lO — x) — (y, — x) [2 
=24y — xl]? + 2||y, — x||*— (Qy — x) + (y, — 2) 
= 28? + 20? — |ly +y, — 2x]|2 


=48 -4O +y.) 一 x (7) 


显然 ,由 4 的 凸 性 ,CCy +76)/2)E A, 因 此 有 | yO- | 


>86, RAMA, JE $ 
IY = Yol] 40” ~40=0 


RAY- x =0, y = y, 
2.7 引 理 在 定理 2.6 中 ， 取 A 为 完备 子 空间 YCX, H. 
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LEXA, M)z=x- y IF2 FY, 
证 ”假设 结论 不 成 立 ， 即 zLY 不 成 立 ， 则 至 少 存 在 着 y， 
EY， 使 得 
<z, Y) =B 寺 0 (8) 
显然 ,不 0。 对 于 任意 标量 4?， 总 有 
|z-ay e= -ay, z-ayo 


=G, 7) -abz, -afon 2- 
a [YY] 


= |zl?-a8-a| B - al] 


从 (5) R, lzj=lx-yl=0 5] Be a= B /yi?， 则 
上 式 右 端 最 后 一 项 为 零 ， 所 以 


lz- a= < 
这 是 不 可 能 的 ， 即 (8) A Fe 

据 此 ， 有 下 述 重要 结 

2.8 定义 线性 空 ARIE CEMAT s 间 Y 和 2 的 
站 和 ， 记 为 X=Y@Z, 如 果 每 一 个 元 xEX, 都 有 唯一 的 表示 ， 
x=y+z， 其 中 y€EY，zEZ。 此 时 ， 称 Z 为 Y 在 XX 中 的 代数 梓 
集 ， 反 之 亦 然 。 于 是 ， 称 了 和 2 是 XX 中 的 子 空 = 间 的 互补 侦 。 

假设 和 = R, MY = R! 是 X 的 一 个 子 空间 。 显 然 X 中 每 
一 条 不 平行 于 Y 的 直线 都 是 Y 的 代数 补 集 。 但 是 最 方便 ,最 简 
单 实用 的 是 它 的 垂 线 ， 这 就 是 为 什么 Descartes 坐 标 系 选择 两 
A H Ra sË 8 09 8 ZR 89 JPL PS 

基于 同样 的 理由 ， 在 一 般 的 Hilbert 空 间 互 中 ， 我 们 也 总 
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是 将 表示 成 它 的 一 个 闭 子 空间 Y 与 它 的 正 交 补 集 

Y1=(zCH|,.y) (9) 
的 直 和 ， 这 就 得 到 了 重要 的 投影 定理 。 

2.9 ”定理 设 Y 是 Hilbert 空 间 H 的 任意 闭 子 空间 ， 则 

也 =Y@Z， 其 中 Z=Y+ (10) 

证 由 于 H 是 Hilbert 空 间 ，YCH 是 闭 集 ， 故 7? 完备。 由 
定义 2.1 知 Y 是 凸 集 ， 所 以 , 定理 2,6 和 引 理 2.7 蕴 含 着 对 于 每 
一 个 xEH， 存 在 着 YEY， 使 得 

X=y+2 其 中 zEQ =Y+ (11) 
下 证 唯一 性 。 假 设 x=?7+2 且 x=y+2， 其 中 y， y, € Y, 
z, ZEZ, TFhty+z=y +í, Wk, y-y =z -z, 但 是 ， 
y-y €Y, z-z€Z=Y:, HU y-y EYNY*={0}, y= 
yo jdz=z,, 

如 果 Hilbert 空 间 HH 有 直 和 和 分解 H =Y@Z，2Z =Y+, 则 任意 
xEHH 都 有 唯一 的 分 解 x=y+z， 称 y 是 元 x 在 闭 子 空间 YCH 上 
的 正 交 投影 。 这 就 决定 了 一 个 映射 

P, H—Y 
X 上 一 > 人 
即 Px =y，P 称 为 H 到 Y 的 投影 算 子 。 易 证 P 是 有 界 R 性 算 子 
〈 自 证 )。 显 然 ，P 是 了 到 自身 的 恒 同 算 子 ， 它 还 把 空间 Z = Y - 
上 映 到 {0}。 

P 还 是 需 等 算 子 。 对 于 所 有 xE 晶 ,部 有 Px=P(Px)= Px, 
即 P=P。 

2.10 3% ”Hilbert 空 间 H 的 闭 子 空间 Y 的 正 交 补 $Y: 
是 H 到 Y 上 的 投影 算 子 的 零 空 间 。 

其 实 正 交 补 集 Y+ 还 是 一 个 特殊 的 零 化 因子 (参看 第 三 章 
$ 10 习题 6)。 
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2.11 引 理 Hilbert 空间 互 的 子 集 A 的 正 交 补 集 4- 是 玉 
的 闲 子 空间 。 

证 对 于 任意 的 x，y E 4+。， 和 任意 标量 wx，8 以 及 任意 的 
vEA, 有 

ax+By, U) =a<x, u) +BY, u> = 0 
所 以 ax+ By E4:-， 于 是 4+ 是 线性 子 空 间 。 

假设 xE At ， 则 必 存 在 着 {x,jE A+, x, —x, B 对 任 
意 的 UE4 ,总 有 《xu =0 (n=1，2…), 因 此 ,由 内 积 的 连续 
Ë, (x, v= 《limx,，Y)=limkx,，Y)=0， 于 是 x*EAh'， 


ALCA, RU, At= A, Atie 
T(A.)r.= 4 ， 显 然 它 也 是 五 的 闭 线 性 子 室 间 ， 并 且 
Ac Ax 
但 是 ， 我 们 有 以 下 引 理 。 
2.12 ” 弹 王 ”如果 Y 是 Hilbert 空 间 顾 的 闭 子 空间 ， 则 
Y=Y: 
证 HODR, R WY CY, 设 XEYYCH， 则 由 定 
理 2.9，x=y+2，yEYCY!，zEY+, 因 为 Y' 是 线性 空间 ， 
axey’, T-Ez=x-yCYr, 所 以 zLY+:， 因此 z=0， 则 
x=y， 于 是 XEY， 由 x 的 任意 性 ， 蕴 含 Y'CY。- 
利用 定理 2.9， 还 可 推出 下 述 结论 。 
2.13 Æ®@ Hilbert HHR 非 空子 集 4 的 生成 集 
在 H 中 身 ， 其 充 要 条 件 是 A+ ={ 0}。 
证 必要 人 性。 设 V=spanA # H rh 38, BIV=H, HF 


任意 的 xE AL， 下 证 x=0。 显 然 XE A+CH， 所 以 xEV， 存 
在 着 {x,) EV，xu~>x。 另 一 方面 ， 对 于 任意 yEV， 必 有 标量 
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Q, ° + G H x, ey AEA, E 得 y= >》 e Xio 因 此 ， 
1 = 1 


对 任意 xEA+， 必 有 (x, x =0 (i=1l, 2, s D), FR 以 
b 


t ~ — ~ 
(x, y>= (x, Joa, x) = >，w(xX，xXi)=0， 这 草 含 4 LV, 
1=1 


于 是 《X,，X》 =0 (n=1，2，…)， 由 肉 积 的 连续 性 ， 有 0= 
《Xn，X) 一 ><《X，X)， 政 x=0， 再 由 x 的 任意 性 ， 得 到 A1= 
(0). 

充分 性 。 设 4 ={0}， 若 xLV, 由 上 段 还 明知 ，x 上 4， 


于 是 xEA+,，x=0， 因 此 V*={0}), V+= T0j={0}。 下 
证 到 = VV ,显然 有 V+CV ,反之 ， 对 于 任意 7 EV', 则 y.LV 
所 以 yLV。 于 是 YE V+,yEV+， 因 此 V+CV'。 在 定理 2.9 中 ， 
取 Y=V, NH=VOV =V@{0}=V。V=spanAh 在 H 
rh38, 


3 题 

1. 证 明 范 数 公理 (N4) 可 以 用 单位 球 的 吓 性 代 蔡 ， 

2- 设 A 和 B 都 是 线性 空间 关中 的 凸 集 ， 证 明和 A 十 8 也 是 XX 中 的 凸 集 。 
这 里 ，4 士 B 表 全 体 4 中 的 元 与 8 中 元 的 和 向 量 作成 的 集 。 

3. (LARO EXERT, J: 改 一 及 称 为 凸 函数 ， 如 果 对 于 
IE38x, yeX, o<0<1, Af (6x 十 (1—0)y)<0f(x) 十 (1 一 0)1(y). 
证 更 X 上 的 范 数 修 川 ， 玉 一 及 是 一 个 凸 函数 。 

4. 设 HH 是 Hiibert 空 间 ，ACH 是 凸 集 。{ Xs}eA， 并 且 ||xsll 一 dd， 
这 里 d= infl|xll, 证 明 (x, 在 H 中 收敛 。 并 举 R? 和 R3 中 例子 说 明 . 

5. 设 X= 二 R?， 确 定 A+， 知 果 A 是 ，(i){Xx}， 这 里 XxX 二 (6, 50; 
Gi) 一 个 线性 无 关 的 集 {xX1， XIEX. 
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6, 设 4 和 B 都 是 内 积 空间 X 的 非 空子 集 ， 且 4ACB, 证 明 , (i) A 
cAr, Gi) BLCAL， Gi) Au 一 AL. 

7, 证 明 Hilbert 空间 H 的 子 空间 Y 在 H 中 是 闭 的 当 且 仅 当 Y=Y1， 

8. 设 A 二 CB 是 Hilbert 空 间 及 的 子 集 ， 证 明 A+ 是 HH 中 包含 和 4 的 最 
小 闭 子 空间 . 


$3 正 交 系 与 Bessel 不 等 式 


定理 2.9 指 出 了 一 个 重要 事实 ， 任 何 Hilbert 空 间 都 可 以 
分 解 成 其 闲 子 空间 与 它 的 正 交 补 空间 的 直 和 ， 这 桩 一 个 结果 
有 着 很 多 应 用 。 其 中 一 个 重要 用 途 ， 就 是 利用 彼此 两 两 正 交 
的 集合 或 序列 来 表示 空间 中 的 元 。 这 正 是 Fourier 级 数 表示 厂 ? 
中 函数 的 思想 的 推广 。 

3.1 定义 内 积 空间 和 中 的 正 交集 4 是 其 元 两 两 正 交 
的 子 集 4CX。 正 交规 范 集 4 是 其 元 的 范 数 为 1 的 正 交集 ， 亦 
即 ， 对 于 所 有 的 x，?yE 4， 有 | 

(x, x= Í” 者 Xey; (1) 

1, # x=y, 
如 果 正 交集 4 可 数 ， 则 称 A 为 正 交 序列 ， 而 可 数 的 正 交 规范 
集 ， 称 为 正 交 规范 序列 。 

一 个 集 簇 (x:)，a E1，I 是 指标 集 ; 称 为 是 正 交 的 ,如 果 对 
FRAK, BEI Hab, rlx 集 答 (x) 称 为 是 正 交 
规范 集 议 ， 如 果 它 是 正 交集 徐 且 其 元 的 范 数 为 1。 于 是 ,对 于 
全 体 a， BE I, 有 I 
o WW Rag; 


@ x0 = = 如 果 a=B e 
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8.2 3E 正 交规 范 集 是 线性 无 关 的 。 
证 {es ta e,} 是 正 交 规范 集 ， RE, E 
R， 使 得 qiel +… +ane,=0， 用 一 男 定 的 元 e: 作 内 积 , 得 到 


ONA e) = RORA, = oufeiyei7=0=0G= 1， 
k=1 hk= 1 


2，…，n) 由 第 二 章 定义 1,6 得 证 。 

3.3 例 

(1) ÆSER H, e=, 0, 0, ), e,= (0, 1, 0), 
es= (0，0，1，) 是 正 交规 范 集 。 

TA, ZARR H, E= {eI，e;,，*…，e,} 是 正 交 规范 集 。 
其 中 ej = (1, 0, 0), e,= (0，1，0，…0)，…，e,= (0， 
0，…，1)。 

(2°) ZPR, {e ER ERAF A He, = (0ni) 。 

(3°) EZAC, 2H, HFE), y(t)€ C(0, 
2r]， 定 义 内 积 为 


(x, yy = |. x(t)y(t)dt 


Wiji, cost, cos2t, ---, cosnt, +. ®isint, sin2t, sinnt, 
WECO, 2X] 上 的 正 交 序列 。 Su, = cosnt(n = 0, 1) u, = 
sin nt(n=1，2，…') 则 有 


2a 
Ums u= | cosmtcosntat 
a rer 


xz, EM=n=1, 2, “3 


É EMN; 
27, Em=n=0, 
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2a 
CUm Un? =Í sinmtsinntdt 
0 


f 0, AMAA, 


= 4 z, #m=n=1, 2. 
于 是 得 到 平 交规 范 系 
_ W(t)  cosnt 


__ =—— (n=-1,2,.…), 
x V x= V x 


v(t) _ sinnt 


Ë (n =1, 2，…)。 
vw T V x 


把 它们 合 起 来 也 是 空间 CC9，27) 上 的 正 交规 范 系 。 其 实 , 这 
就 是 通常 初等 微 贺 分 中 入 究 Fourier 级 数 所 使 用 的 三 角 函 数 
”一般 说 来 ， 一 个 函数 《或 向 双 》 用 一 个 正 交 消 数 系 或 
相交 向 量 序 列 ) 表 柑 ， 最 大 的 优点 是 容 男 确定 沿 备 项 紧 数 。 
假设 (ei) (kK=1，2，…，n) 是 内 积 空间 中 的 一 个 正 交 
规范 集 ， 并 且 xE span{fel，…，e,}，HEN 固 定 〈 这 里 N 表 自 
然 数 集 )， 显 然 有 
x= Sae, 
k=1 
其 中 心心 = 1，2，…， 四 是 标量 。 对 e; 玛 内 积 ， 得 到 
i2 二 ters Crj = ; Kér e ,> =€, 
<x, e > (Eo êk e y >= k e 
代入 上 式 ， 有 


n 
x= Y x, ek>éx 
k=1 
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倘若 六 一 X+0+ien+1E spanfe，…e，en+i, 则 原来 的 系数 
均 不 改变 ， 只 需要 计算 加 入 项 的 系数 即 可 ， 


Ont = (x, Ept) 
下 面 讨论 一 个 称 为 Bessel 不 等 式 的 重要 结果 ， 利 用 它 可 
以 得 到 内 积 空间 X 申 任意 元 x 关于 XX 中 正 交 规范 序 列 {e,} 作 
内 积 《x，e,) 的 无 穷 级 数 总 是 平均 收 钱 的 。 
8.4 3R 设 X 是 内 积 空 间 ， {es} 是 X 中 的 规范 正 交 
R, ERARD, =s Ena MENEE), M 


CI) lx- <x, eer]:=|xl: - 2 1Cx, e 120 
k=1 k=1 


(3) 
(1) 对 于 任意 n 个 数 Q,,…，Q,， 总 有 
lx- J aeda lx- l<, epel! (4) 
h=1 k=1 


注 ， 一 般 称 4(x，et(K= 1, 2, +) HKF {er} NA Fou- 
rier 8. 
证 因为 


lx- Doers= (x— Daen x- E e, Y 
hk=1 k=1 k=l 
= lixll? - 5 IRES ER) 一 ‘Sales, x> 
k=l k-1 f 


+ > > ERTI Em? 


h=<1m=1 
= xlt- 2Re J ox, er) + Bo lol? (5) 
k=1 h=1 
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这 里 ， 已 经 使 用 了 {et} 的 规范 正 交 性 。 在 (5) 式 中 ， 取 o = 
(X, Er), 得 到 


0 < 


n 
x— D(x, eer 
h=1 


= Ixl- 2Re 》， (x, e,><x, exy + x KEA en) |* 
k=1 : k=1 


= xlt- E kx, e)l? 
k=1 
即 为 (3) 式 。 又 由 (5) 式 和 (3) 式 ， 推 得 


2 2 


x— Joar -~ lx- X 1<x, eer 
k=] k=1 
= Y |a- <x, e,y]22e0 (6) 
h=1 ` 
证 得 (CI )。 
从 (6) RK, 若 (4) 式 取 等 号 ， H Aa =x, e,y (k= I, 
2, tUs 1) 时 才 成 立 。 它 说 明 ， 用 el， = e, 的 线性 组 合 XE 


近 xE X, Hz Fourier 系数 时 通 近 最 好 ， 亦 即 最 佳 通 近 。 这 是 
Fourier 级 数 所 具备 的 一 个 重要 的 性 质 。 

3.5 定理 izle, 是 内 积 空 间 X 中 的 正 交 规范 序列 ， 则 
对 于 每 一 个 XE X, WE 


Ei el<] (Bessel 不 等 式 ) (7) 


证 若 {ei} 仅 有 有 限 个 向 量 ， 则 Bessel 不 等 式 (7) 即 为 引 
理 3.4 中 的 (T)。 落 te 由 包含 无 限 多 个 向 量 , MARIE A. 
mco 取 极限 即 得 。 
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特别 ， 在 例 3.3(3") 中 ，Bessel 不 等 式 (7) 即 


la D CETAN |x (t) dt 
2 mi Fso 


-4 [7 _ 1 [*” 
其 中 = 下 | x(t)dt, a, = Lp x(t)cosnt dt, b 


oye 
=+| xC(Dsinmtdt (n=1, 2, =). 
0 


经 过 前 面 的 讨论 ， 已 经 看 到 ,在 使 用 中 , 正 交规 范 序列 是 
很 方便 的 。 现 在 ,我 们 讨论 如 何 将 内 积 空间 中 给 定 的 线性 无 关 
序列 化 为 正 交 规范 序列 的 问题 ， 这 是 通过 Gram-Schmidt 程 
序 实 现 的 。 这 个 以 两 人 名 字 命名 的 程序， 由 Schmidt 于 1907 
年 ，Gram 于 1883 年 独立 提出 。 

设 {X,}€ x 是 一 个 线性 无 关 序 列 ， 而 {e,} 是 它 的 正 交规 
范 化 序列 ， 则 

第 一 步 ， 取 ei = x/l 

BOE, @u,=x,— (x, ee, Me, = v/v 

第 三 Je, 令 UVs= Xs (x, E)E, — (xs e,ye, Miles = us/ 
lu,sl; 


车 经 过 n 12, 已 经 得 到 e,， 1 则 


第 4 步 ， 取 = x, —- EEx een We, = ullu 
k=1. 
易 知 ， 正 交规 范 序列 (el，…，e,，…) 为 所 求 。 
假设 H 是 Hilbert 空 间 ， {es} 是 吾 中 的 正 交规 范 PF 列 ， 考 
虑 形 如 
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Done, (8) 


k=l 
的 级 数 ， 其 中 as(K= 1， 2, …) 是 标量 。 我 们 有 下 述 定理 。 
3.6 定理 设 {es} 是 Hilbert 空间 五 中 的 正 交规 范 序列 ， 


pij 
(I) 级 数 (8) 收 和 敛 当 且 仅 当 级 数 
> lal? (9) 
h= 1 
收敛 。 


(WY) WR 〈8) 收 敛 ， 则 系数 mx 是 Feurier 系 数 人 x，ee>y 
其 中 x 表示 级 数 (8) 的 和 ， 于 是 有 


x= > 1 <x, Ejer (10) 


k=1 
(W) 对 于 任意 的 xE HH，a = (x，et> 的 级 数 (8) 收 敛 。 
证 (I) WS.=ae,+-- +a,e,, O= |a |° + + 
[ce,12， 利 用 {ey} 的 正 交 规范 性 ， 对 任意 的 出 以 及 Am 
[Sra —S,ll?= (el 十 十 Oren) — (Qe + + anem) ||? 


= |a, Emt H + G,e,,||° 


= ( > Uks > Qei > > @, a, (e, e> 


R=m+1 i=m+i sk=m41 
= >; laj*= [Can] +e le] 
k=m+1 
= @, — On 
所 以 ，{S,} 是 有 中 Cauchy 学 列 的 充 要 条 件 是 {0.} 为 实 直 IRR 
由 的 Cauchy 序 列 。 由 于 互 和 及 均 完 备 ， ( 工 ) 成 立 。 
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(五 〉 对 于 固定 的 nE N， 考 虑 

(Sa e,>= 0Q， (i=1, 2, +, Kk)k, <n 
由 假设 ,S, 一 x， 利 用 内 积 的 连续 性 ， 得 到 

a= lS, ei >Lx, e) (<k) 
因为 n> + co， 故 可 以 把 Kk 取 得 足够 大 ,于 是 ,对 于 i= 1，2…， 
都 有 c, = x, e,o 

(H) 利用 Bessel 不 等 式 ， 结 论 显然 成 立 。 

如 果 {es}KE1 是 内 积 空间 XX 中 的 一 个 不 可 数 的 正 交 规范 
集 ， 那 么 ，X 中 的 任意 元 是 否 仍 有 展开 式 (10) 呢 ?下 述 引 理 
回答 了 这 个 问题 。 

3.7 BP 闪 积 空间 X 中 的 任意 元 x， 关 于 XX 中 的 正 交 
HERR) kE, EATA Fourier š, 
et>。 因 此 ， 对 于 任意 给 定 的 元 YEX， 总 有 与 (10) 相 似 的 级 
数 


Y <x, erer (11) 


并 且 ， 我 们 可 以 排列 {er} 使 得 4(x，et> 关 0， 于 是 (11) 式 化 为 
(10) 式 ， 其 收敛 性 由 定理 3.6 得 出 。 

证 由 引 理 3.4(3) 式 ， 对 于 每 一 个 给 定 的 自然 数 m， 使 
ë|, e>|>1/m 的 项 数 只 有 有 限 多 个 ， 又 由 mm 的 任意 性 ， 
得 到 引 理 中 的 第 一 个 论断 。 

现在 ， 我 们 只 圳 证明 级 数 (11) 的 和 不 依赖 于 {es} 排列 的 
次 序 。 设 {@m} 是 {es} 芍 男 一 排列 ， 于 是 ， 必 存在 着 自然 数 集 
N->N 的 双 射 ,nF 一 >m(n)， 使 得 两 个 序列 的 对 应 项 相等 ， 亦 


ne, = Eno <, = “x, Cn? Ban = (x, On? ŽE. 
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x, = Y a, e,, x, = y 'B,e,, 
n=1 m= 1 


HESE), e,= <x, e,>= (x,, e,>,B,,= (x, On) = 《X,, 
On), BEE, = Ons TE 
Xi— Xag Ep? =E Xi, En? — <X,, €n? 
= (Xis En) (Xr, Omnem? 
= (x, e,>— (x, Onn? =0 
BARA — x,, @,>= 0， 所 以 
lxi ~ xl? = CX, ~ Xs, Bae — EBrOn) 


= Pa, Xi — Xs e,>— > B.G — Xs, On>=0 
推 得 x, = x,， 又 因为 {e,} 的 新 排列 {@m} 的 任意 性 ， 得 证 。 


习 题 


1. 证 明 ， 维 数 为 n 的 内 积 空 间 X， 必 有 一 组 正 交 规范 向 量 作成 的 基 
{Di， b,, ty ba}. 


2R EKRE X 中 的 正 交 规范 序列 ，xeX, y= 了， aker 
i k=l 


qy= x, e>, WR: x-y ERTZ Y, =spanle,, ee, en}, 

3. 设 {ep} 是 内 积 空 间 X 中 的 正 交规 范 序列 ， 证 明 ; 对 于 任意 的 x， 
yeX, 总 有 > |(x， Ek Y, ep |<J1|xllllyll 

k=1 

4. kx (t) =#, x,(t)=t, Xa(t)=1, 它们 定义 在 区 间 [ 一 1, 12 E, 
按 此 顺序 将 它们 正 交规 范 化 。 

5. 洽 例 说 明 级 数 忆 4X%，euyex 收 人 ， 但 不 以 x 为 其 和 。 

6, 证 明 ; 在 了 ilbert 空 间 中 ， 忆 jx 让 的 收敛 荤 含 忆 x ;的 收敛 。 

7. 令 {es} 和 { Z, } 都 是 Hilbert 空 间 H 中 的 正 交规 范 序列 , Mi=span 
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{€a}, M,= Span{ eat, WEBS M, = M, , *% BN 4 


(I ) or = X ,amen， (I ) En = Y Opn en， #rha,, m™ ‘En, 
m=] m=] 


$4 完全 正 交 系 与 Parseval 等 式 


在 Hilbert 空 间 了 中 ， 由 Bessel 不 等 式 ， 得 出 元 xEH 关 于 
正 交 规范 序列 {eh} € H 的 Fourier 系 数 《x，es) 作成 的 级 数 是 平 
均 收敛 的 ， 由 此 ， 推 出 一 系列 结论 。 但 是 ， 一 般 说 来 ， 仍 得 


不 到 ||xll? = 2 1 < es)1*， 这 是 因为 {es} 的 个 数 有 时 仍旧 不 


够 “多 ”, 因 此 ,用 正 交 规范 序列 的 线性 组 合 还 不 能 准确 替代 元 
x。 当 然 ， 在 有 限 维 (? 维 ) 空 间 中 ， 所 有 由 #X 个 元 组 成 的 正 交 
规范 集 都 合 于 要 求 ,问题 在 于 无 限 维 空间 中 有 怎样 的 结果 呢 ? 

4.1 定义 赋 范 空间 X 中 的 完全 集 (也 称 基本 集 ) 是 子 
集 4EX， 它 的 生成 空间 在 X 中 秒 。 如 果 X 是 内 积 空 间 ， 正 
交规 范 集 FIRER a) EX 是 X 中 的 完全 集 ， 则 称 (ej) 
为 X 中 的 完全 正 交规 范 集 (序列 或 集 秆 ) 。 

显然 ， 在 赋 范 空间 X 中 ， 4 是 完全 集 当 且 仅 当 spaná = 
X。 

内 积 空间 X 中 的 一 个 完全 正 交规 范 集 有 时 又 叫 作 X 的 正 
交规 范 基 。 值 得 注意 的 是 ， 这 绝 不 是 线性 空间 中 代数 意义 下 
的 基 ， 除 非 X 是 有 限 维 空间 。 

在 每 一 个 Hiibert 空 间 H 志 {10} 中 ， 总 存在 着 完全 正 交规 
范 集 。 
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对 十 有限 维 空间 五， 这 是 显然 的 。 对 于 无 限 维 可 分 的 
瓦 , 则 可 以 从 由 Gram-~Schmidt 程 序 断 定 。 而 对 于 无 限 维 不 可 
分 的 二 ， 一 个 ( 非 构 造 性 的 》 证 明 依 赖 于 Zorn 引 理 。 

在 给 定 的 Hilbert 空 间 HH 千 {0} 中 ， 所 有 的 完全 正 交 规范 
集 有 相同 的 基数 ， 称 为 Hilbert 维 数 或 H 的 正 交 维 数 。 如 果 
H= {0}， 此 维 数 定义 成 零 。 

这 个 论断 对 于 有 限 维 空间 H 是 显然 的 ， 因 为 此 时 Hilbert 
维 数 就 是 代数 意义 下 的 维 数 。 如 果 HH 是 无 限 维 可 分 室 Raj, JL 
论断 可 以 从 定理 4.4 得 出 。 而 对 于 一 般 的 囊 ， 需 要 集 论 中 更 
加 优越 的 工具 、 这 里 不 讨论 。 

下 面 的 定理 揭示 了 “完全 性 ”的 本 质 含义 。 

4.2 ”定理 设 A 是 内 积 空间 有 的 子 集 ， 则 

CI) 如 果 在 X 中 ，A4 是 完全 集 ， 则 不 存在 非 霉 元 
xEX， 使 得 x 正 交 于 4. 亦 即 ， 如 果 有 


x| 4 一 >x=0 (1) 
C) 如 果 空 间 X 完 备 ， 则 条 件 (1》 对 于 A 在 XX 中 的 
完全 性 是 充分 的 。 


证 (I) 设 互 是 X 的 完备 化 空间 ， 则 X 视 为 五 的 子 空 
间 在 及 中 稠 。 依 假设 A 是 羡 中 的 完全 集 ， 则 span4 在 XX 中 M, 
Att EH hi. H E 理 2.13， 推 得 EHH, A= {0}。 于 
是 ， 旭 果 xXEX 且 Xx-|A， 必 有 X= 0, 

(T) ”如 果 X 完 备 ， 子 集 4 忆 X 满 足 O R, hA 
2.13 蕴 含 万 在 XX 中 是 完全 集 。 

在 定理 4.2(H )》 中 ，X 的 完备 性 是 本 质 的 。 姆 果 X 不 完 
备 ， 则 条 件 D 对 于 正 交规 范 子 集 人 4 成立， 但 全 可 以 不 是 完 
全 集 。I.Dixmiex 在 1953 年 ， 而 N.Beourbeki 在 1955 年 都 给 出 
了 这 样 的 例子 。 
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关于 完全 性 的 另 一 个 判定 准则 与 Bessel 不 等 式 有 头 。 假 
设 4 是 Hilbert 空 间 五 中 任意 正 交 规范 集 ， 由 引 理 3.7 知 道 ; 
任意 元 <E 了 ， 至 多 有 可 数 非 零 的 Fourier 系 数 ， 于 是 ， 可 以 
将 它们 排出 一 个 顺序 (xy,ei)， (X,E2>2 9 则 Bessel 不 等 式 化 
为 


2 exepte |x] (2) 
h 


(2) 式 左 端 是 个 无 穷 级 数 或 有 限 和 。 (2) 式 取 等 号 ， 成 
为 


《xyeb|2= |x]? (Parseval 等 式 ) (3) 


4.3 定理 “Hilbert 空间 互 中 的 正 交 规范 集 4 在 五 中 是 完 
全 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 xEH，Parseval R (3) 成 
-Lo 

证 ”如果 A 不 是 五 中 的 完全 集 ， 由 定理 4.2， 必 有 0 六 
xE 有 ， 且 x] A， 于 是 ， 对 于 (3)〉 式 中 所 有 的 k， 都 有 〈x， 
e,)》 =0， 所 以 ODO 式 堪 端 等 于 零 ， 但 jx 他 <0， 故 (3) sÑ 
不 能 成 立 。 这 就 证 明了 充分 性 。 

反之 ， 设 集 4 是 空间 互 中 的 完全 集 。 对 于 任意 的 x* C H, 
我 们 已 排 好 非 零 Fourier 系数 为 (x, e); (K=1,2,…)， 定 
义 


y= 2 (Xene (4) 
下 证 x 一 了 | 上 A， 对 于 出 现在 (4》 式 中 的 每 一 个 给 定 的 e;:， 利 


用 {ej} 的 正 交 规范 性 ， 有 
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(x 一 yei》 = (x,e,> 一 yey 


= (x,e > -< y; (x,e,>e,,e,)> 


= 2129. = > ÈX, Ek) Ep e, 

= (x,e > — 《Xx,e,)=0 
显然 ， 对 于 未 排 进来 的 4 中 的 其 它 任 意 元 4， 必 有 <x, Ww》 = 0， 
因此 也 有 


(xX—yU = XU - Y (x,e,y(e,,uy=0-0=0 
h 


所 以 ， 推 得 xX~y.|A， 则 x 一 yEA!。 但 是 ，A4 是 H 中 的 完全 
集 ， 由 定理 2.13，A4+ = {0}， 列 合 着 xY-y=0， 于 是 X=y。 
利用 〈4) =, HEH 


[x= < E renen Dx,en)es) 
h=1 maj 
= > 《Xek>《Xy em>(Cehyeu> 
, m-1 


- Ele, ery |° 


如 果 H 是 可 分 的 Hilbert 空 间 ， 则 有 更 简单 的 结 


4.4 ”定理 设 H 是 Hilbert 空 间 ， 
CI) ”如 果 H 可 分 ， 则 开 中 的 任意 正 交 规范 集 是 可 数 


的 3 
CI) 如果 HH 包含 的 正 交 规范 序列 在 H 中 是 完全 的 ， 


则 H 是 可 分 的 。 
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证 (CID HDI, BREHrH06 ES 8 T #, A fÉ 
意 正 交规 范 集 ， 虽 A 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 x*，y， 其 距离 为 
六 2。 所以， 以 x 和 y 为 中 心 ， 以 v2 /3 为 半径 的 邻 域 〈 开 


R) N, 和 N, 不 相交 。 因 为 B 在 HH 中 稠 ， 必 有 bEB,，bEB， 且 


bEN, 和 bEN,， 并 且 b 志 5b， 又 N, 人 1N, =$， 如 果 A 不 可 数 ， 
则 因为 我 们 将 有 不 可 数 个 两 两 不 相交 的 邻 域 ， 所 以 ，B 必 不 
ia 由 了 的 任意 性 ， 说 明 互 不 可 以 包含 可 数 稠 E, SHW 

分 性 矛盾 。 故 4 可 数 。 

(H) 设 {ek} 是 空间 五 中 的 完全 正 交 规范 序 列 ，4 是 
全 体 线性 组 合 

Bime, + -eB )e, (n=1,2,) 
集 ， 其 中 Be) = ao ib, Tate), bO cZ, X 里 Z 表 
AERE 〈 如 果 刀 是 实 空间 ， 则 we) = 0) 。 显 然 集合 4 是 可 
数 的 ， 下 证 4 在 H 中 稠 。 这 归结 为 对 于 任意 的 x EH 和 任 给 的 
2>>0， 存 在 着 4 EA， 使 得 |x 一 wl<<e。 

因 为 序列 {ey} 在 互 中 是 完全 的 ， 必 有 自然 数 m， 使 得 
Y,= spanfel，…，e} 有 元 YEY。 


y= tere 
有 jx -中 <as/2， 于 是 ， 有 
þ- Eee, || 


但 是 ，Z = R， 对 于 每 一 个 (x,eiy， 存 在 具有 有 理 实 部 和 有 
HERHAAL, 
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n 


2; (x, eD 一 B® je 


R 1 


<7 
u= > Romei， 则 &E4， 推 得 


ee 


< K- 二 ERTSE" | > ÈX y Er) en 
| = =1 


| -E 


(a) — EL 
>B, ER k + 2 € 


两 个 同 域 上 的 Hilbert 空 间 妞 与 谋 之 间 的 同 构 映射 是 一 个 
双 射 线性 算 子 T，H-= 瑟 ， 并 且 使 得 对 于 任意 x，y EE 五， 都 
有 | 

Tx, Ty) = (x,y) (5) 


因此 ，T 还 是 等 距 算 子 。 此 时。 也 SH 55 下 是 后 此 同 构 
的 。 

4.5 定理 (Riesz-Fischer) HM SL Hilbert 空 faj, 
{ei} 是 H 中 的 正 交 规范 序列 ， (a) €I, 则 存在 唯一 的 元 
xCH, 使 得 Qs = 《X,ex》 (k=1,2,"…)， 3f H Parseval $$ 
式 


0 


|xlz= 2 a 


k=1 
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证 ix = > Oers FIEX) EH h wj Cauchy 序列 。 


HTFEEIHRAm, n (4m>n), A Aea E Z BD Y 
性 ， 有 


Xa x, W = | E me 


| > 
= > a, 
hR=n+1 


因为 数列 {a,} CP, 级 数 È arigi, 因此 当 m,n->co 时 ， 
,0 0， Blen- xalo 


WBA {xa EH pi Cauchy tah WHO ZATE, H E 唯一 的 
JuxXCH, {Efx >x (n>), XHEMI G CE) Wa MÈ 
这 个 x 关于 {es} 的 Fourier R 2, W A MH |x-<x,|—0 (Cn 
co), Aa Atex, Parsevals£ ARY o 

有 了 上 面 的 种 种 准备 之 后 ， 我 们 可 以 证 明 Hilbert 空 间 的 
一 个 重要 特性 一 一 所 有 的 可 分 Hilbert 空 间 都 辐 构 。 

4.6 定理 任何 可 分 的 Hilbert 室 JH 12 与 空间 也 
构 ， 因 此 ， 所 有 可 分 的 Hilbett 空 间 人 彼此 局 构 。 

证 设 {es} 是 空间 日 中 的 完全 正 交 规范 序列 ，x JEE 内 前 
任意 元 ， 则 


x= MY oe 
k=1 


jtrha,= 《x, e) (K=1,2,…)， 由 定理 4.3， 必 有 
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[x= 二 oj。 


令 x = (as)， 由 Parseval 等 式 G), WX C, EBR 
HT, Hl, 亦 即 Tx = (a) = Xx, 则 对 于 


y= 和 Bies = 2 yee €H, y= (B,) 


映射 具备 下 述 性 质 ， 


(I) #Tx=X, Ty= Y, Ml T(ax+ßy)=ax + 
B y =aTx + BTY, 
(I) 


(x,y) = ( > QkE ps 2 pc, ) = L AROR 
k=1 m=1 k, m= 1 


= > a,B, = 《x y> = 《Tx;Ty》 


因此 ， 映 射 T 是 HH->L? 的 保 内 积 线性 映射 。 

另 一 方面 ， 任 取 {es} E1:， 由 定理 4.5， 在 H 中 必 存 在 唯 
一 的 元 x 以 wx (k=1,2,-) 为 其 Fourier 系 数 ， 于 是 在 映射 了 
下 ，x 在 基 中 的 对 应 元 素 就 是 (&)， 所 以 了 是 五 到 及 上 的 Bh 
S, BTH) =P, BA, TEÆHAIL LORH, Sik, TE 
同 构 了 映射。 亦 即 五 与 闻 同 构 。 f 

至 于 所 有 可 分 Hilbert 空 间 同 构 是 .上述 结果 的 直接 推 
论 。 

习 = | 
1。 如 果 F 是 内 积 空 间 X 中 的 一 组 正 交 规范 基 ， 那 么 ， 可 以 将 每 个 
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Jüxe X RRETHORE? 

2. 从 Parseval 等 式 (3) 推 证 下 述 公 式 〈 常 称 为 Parseval 关 
系 ) : 

cx, y> 一 > CX ,ER VERY 

3。 证 明 ，Hilbert 空 间 且 中 的 一 个 正 交规 范 集 笃 err, kel, Æ 
完全 的 ， 当 和 且 仅 当 上 题 定义 的 Parseval 关 系 对 空间 节 中 的 任意 元 xX,» 成 
Ze . 

4. 证 明 ; 如 果 Hilbert 空 间 是 可 分 的 ， 则 五 中 存在 着 完全 规 范 序 
列 。 

5. WHEA Hilbert Z H, A 是 芯 中 的 可 数 稠 集 , 证 明 : 五 包含 
着 的 一 个 完全 正 交 规范 序列 可 以 由 A 经 Gram ,-Schmidt 程序 而 得 出 。 

6。 设 A 是 内 积 空间 的 完全 集 ， 若 尺 ,x%> = 一,X> 对 于 一 切 XE A 
成 立 ， 证 明 4 一 U。 

7。 设 A 是 Hilbert 空 间 H 的 子 集 ，uw，UEH， 若 对 于 一 切 x e A, 
cq xy =V, OR RUEL, MRAR T Eku, vHk, 证 明 4 是 
五 中 的 完全 集 。 


$5 儿 种 正 交 多 项 式 


Hilbert 室 间 的 理论 在 分 析 的 多 种 课题 中 都 有 应 用 。 本 节 
讨论 在 数学 物理 中 有 着 重要 应 用 的 三 类 完全 正 交 规范 或 正 交 
规范 序列 ， 这 就 是 被 称 为 特殊 K 数 的 Legendre、 Hermite、 
Laguerre 正 交 多 项 式 。 

5.1 Legendre 多 项 式 区 间 【-1，1l] 上 全 体 连 续 实 
信函 数 作成 的 空间 记 为 X， 其 上 的 内 积 定义 成 (x，y2= 


| “x(t)y(t)dt， 将 此 内 积 空 间 完 备 化 ， 得 到 一 个 Hilbert 空 
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间 , 记 为 LC 一 1，1]。 现 在 ， 我 们 要 具体 找 出 空间 LC 一 1,13 
的 一 个 完全 正 交规 范 序列 。 显 然 , 对 于 +E[- 1;,12， 

X(t)=t(i=0,1,2.") (1) 
是 LE - 1，1 中 的 线性 无 关 集 。 应 用 Gram-Schmidt 程序 ， 
必然 得 到 一 个 正 交 规范 集 (e,)， 其 中 每 个 e, 都 是 一 个 多 项 
式 ， 因 为 在 程序 中 e, 都 是 %; 的 线性 组 合 。 我 们 还 有 结 
论 : 

在 LC 一 1，1J 中 ，(e,) 是 完全 的 。 

证 ”由 定理 1.7 知 ，W = A(X) 在 LC 1, DHA, #rh 
A; XL2[ 一 1，12。 所 以 ， 对 于 任意 固定 的 XE LC — 1, 1) 
和 任 给 的 se 之 0， 存 在 着 定义 在 [- 1，13 上 的 连续 函数 y， 使 
得 


lz- 中 < 了 


由 Weierstrass 通 近 定理 ， 对 这 个 y(t)， 必 存在 多 项 式 z(t)， 
使 得 对 于 全 体 tE[ -1，1)， 有 


max, 
-1<t=< 


Irel, 


y(t) ~ z(t) < 


ly-zE=Gy-z y- = f 90 -z la 


g? 


e€ 2 
<2( 元 7 ) "4 
FÆ, lx-zislx- y] + Iy-z<5 + ,人 Ga) RA 
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及 Gram-~Schmidt 程序 知 ， 存 在 着 充 分 大 的 m， 使 得 zE 
span(e,, en, …，ea}， 由 % 的 任意 性 ， 以 及 完全 性 的 定义 ， 
(e,) 是 完全 的 。 

为 了 实际 应 用 的 且 的 ， 我 们 需要 具体 清晰 的 表达 式 ， 为 
此 ， 取 


e,(t) = Jro (n=0,1,2,.…) (2) 


其 中 
Oie . 
PD = mri | P-D |， (3) 


称 P,(t) 为 n 次 Legendre 多 项 式 ， (3) 式 叫 Rodrigue 公式 。 
E (D 式 中 取 平 方 根 ， 是 为 了 P。(1) =1。 用 Newton 二 项 
式 定理 展开 E-D, 3 l 


de 


= 1 n! — 2n ~ 2h 
P(t) = 2ng dt? p kim- kjg, B 1)*t ] f 


N 
_ (—1)*(2n— 2k)! 2 
= Dm rt s 《4 


当 2k>>n 时 ， 各 阶 导数 都 是 零 ， 于 是 当 n 为 偶数 时 ，N = 
n/2;， 当 n 为 奇数 时 ，N = (n 一 1)/2《 图 4-3)。 
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图 4-3 Legendre 多 项 式 


所 以 ， 
P,(t)= 1, P (t) = t, 


P,(t) = bar- 1D， RO = 去 659-3b0， — GS) 


P.(t) = TL 356308 +3), P(E) =È (63570 + 154) 


¿ai aÍ í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í 6 "” 


等 等 。 代 入 〈2) 式 ， 得 到 
1 ' _ 3 
et) = Z eD y $t 
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e= / Š “(31-1), 

e,(t) = V 了 .Ge- 3t), (6) 
e,(t) = .. + G5t*° — 30#° + 3), 

e,(t) = AL. (6830-7085 +150), 


根据 OQ). G) 式 以 及 〈5) 式 ， 我 们 得 到 序 列 {e0}, 
这 时 必须 证 明 (6) 式 决 定 的 是 ZX - 1，13 中 的 完全 正 交规 
范 序 列 。 

(2) 和 (3) 式 的 证 明 分 三 步 进 行 。 

第 一 步 : 证 明 {es(t)} 是 规范 的 ， 即 fe 中 = 1。 记 w= 
t-11, WM4t=+it, Mguu mEn- 1 阶 导数 都 为 零 。 但 
E, W) ™® = (2071， 分 部 积分 & 次 ， 有 

(2"n1)2||P,||2= (211) Pa, Pa) 


= (nD'< a 9, gE 
1 | 1 P 
= fa» (a) ` (un) dt = (u) (n— 1) (un) 《oa) | — Í 
-i -1 -1 


(un) (n=]) (un) a+D dt 


-1 


mt ` 
_ (an (n-—-1) (u°) m+) qt = 《 -i [an w- 2} (un) "l 一 
-1 
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1 
fan (n— 2) (us) e +Ddt | 
-1 
=(- De fune? aeyesar= sse eoe 
-1 
1 1 
= (— Def u"(u") dt = (—1)"(2n)} f urdt 
-1 


-1 


= 2(2n) fa -te)rdt 


x 


_ 7 2(2n)1(2n)11 
t= 2n+i = — < —— 
t=sint 2(2n)1 J = tdr (2n +1)1! 
22 

2n+1 


所 以 ， 推 得 P= J 2 — Tel 1Cn=0,1,2…) 


第 二 步 ， 证 明 (e,(t)) 的 正 交 性 ， 这 归结 为 证 明 {P。} 的 
正 交 性 ， 亦 即 对 任意 非 负 整 数 n,m， 且 n 关 m, 不 妨 设 mn， 
有 《PsasP。》=0， 由 于 Ps 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 必 可 写成 

Poa =a, Hatt + aat” = axo + ax t+" +a,x, 
利用 内 积 线性 性 质 ， 这 只 需 证 明 《xasP,>=0。 分 部 积 分 + 
次 ， 则 有 
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DNAn P.) = | un Wat 
一 上 
1 1 
= Pur) P | -mÍ t=- (u" -1 dt 
-1 -1 
1 
= 《一 Dm | tm-l(un) Cl 
-1 
1 


=(-1)m [erreur e» 


一 (m 一 DÍ t=-2 (un) edat] < 
= ( - 1)>m (m — 1) J 如 -2(ke "D dt 


=(—1)"* ml | ee) (s-m)dt 


= (Deem! (us) ee | 


第 三 步 ; 证 明 {e,(t)} 是 完全 的 。 这 只 需 证 明 由 {XosX1，*…， 
xe) #tĦix =t! t€ ( — 1, 132222 Gram-Schmidt £ P Pr 


= 0 
1 


lu iE3e E Em (e, (n) 5 TP ORR, kË 
P (t) 表 1 次 Legendre 多 项 式 。 
mri l 
< y, (t = J 2 P(t) n=0,1,2,…), 由 前 两 步 证 
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HAY (O BEZH- 1， 切中 的 正 交 规范 序 2], IH E 
{eD JERY 经 Gram-Schmidt 程 序 得 出 的 ， 于 是 

Y,= Span{eo，…，eaj= Span{Xo, ts Xa} 
又 因 dimy,=m+1， 且 {?7o，…，3} 线 性 无 关 ， 于 是 yo，…， 
2 是 了 .中 的 一 组 基 ， 因 此 

Y= Span{eo，…enj =span(x, +“, x,) =spaníy,, 
ee, Yat 
所 以 ， 有 表示 式 


y,= 》, 0ie; (7) 


izg 


YaLYa-1 = Span{yo, ***, ya-1} = Span{eo, yen 
蕴含 着 ， 对 于 天 = 0， 1, +° n=l, 


0= Yas = yo ce， er? = Qs 
(7) REZY = ln» WA lY = ell T 2]a,| = 1, 
实际 上 ， 只 有 oa。 = 1 或 (。= - 1， 这 是 由 于 y 和 e, 缘 是 实 的 。 对 
于 充分 大 的 y.(t)>0, ATEA C 4) 式 看 出 。 另 一 方 
面 ， 由 于 ?的 系数 大 于 零 ， 从 e,(1) 的 作法 ， 推 得 Ee.(1) 之 0。 
£, a,>0, I Aie = 1, HAY = Cno 
Legendre 多 项 式 是 重要 的 Legendre 微 分 方程 


(1— 12)P”— 2tP” +n(n+1)P,=0 C8) 
的 解 ，( 4 ) 式 也 可 通过 对 方程 《8? EMERE D 法 求解 
而 得 到 。 


一 般 地 ， 空 间 L*Ca, 忠 中 的 完全 正 交 规 江 序列 让 (1)) 为 
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P, _ _ t—b 
ga= gpp PeO = P.G), s=1l+2—a (9) 


只 要 注意 区 间 a 生 4 和 5 对 应 于 - 1<s<1, HIE2Z PEZ 2 性 变 
换 th 一 > 之 下 仍旧 保持 ， 结 论 是 显然 的 。 于 是 ， 有 下 述 量 要 
结论 ， 实 LCa,bj] 空 间 是 可 分 的 。 

如 果 把 区 间 [o, 妇 换 成 任意 紧 区 间 ， 结 论 仍 成 立 。 

5.2 Hermite 多 项 式 ”在 实践 中 同样 有 重要 应 用 的 空 
EEL- co, +00), L2(a, +co)#IL2(—co,bJ), W£, 
因为 积分 区 间 是 无 穷 区 间 ，5.1 没 有 包括 这 几 种 情形 。. 

这 里 ， 我 们 只 考虑 实 的 ZL2(- 0, +o) 空间 ,其 上 的 内 
积 定义 成 

(x, P= EZOO 


应 用 Gram-Schmidt 程 序 于 给 定 的 函数 列 ， 

w(t) = e-š 和， tw(t), t?w(t), +° 
乘 上 因子 w(b = e"! 的 目的 是 为 了 使 得 每 一 项 的 范 数 有 限 ， 
则 对 于 所 有 的 tiE (— o, œ), E 


|tawkt) | = tae- 二 | <K, 
并 且 
上 te- 二 ae- 人 | SK mta ezit dt 
ñ = VIAK min 
经 过 正 交规 范 化 ， 得 到 正 交 规范 序列 e), AH 
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1 142 
e, (t) = --— t H(t) (10) 
(2n! y/n)? 


并 且 
Hat) =1, HS- er -ett =12 
f (11) 
我 们 称 互 ,为 2 次 Hermite 多 项 式 (图 4-4)。 
在 《11) 式 中 ， 求 n 阶 导数 ， 得 到 
N 
— i 27-i a~2j 
H(t)=n! LOD mon 2 (12) 
其 中 n 
7’ Enk K, 
N= 
T, mga, 
我 们 也 有 
1)! 
H,(t) = inn-1) .. (n=2i+1) (C20 
(13) 
它 的 前 6 项 为 
H,(t)= 1, H,(t) = 2t, 
H,(t)= 4t2— 2, H,(t) = 8t5 — 12t, 


H,(t) =16t*— 48t? + 12, H,(t) = 32t° — 160t + 120t, 


...... 


图 4-4 Hermict 多 项 式 


下 面 ， 我 们 必须 证 明 , (10) 式 决定 了 一 个 正 交 规范 序列 (e,) 。 
证 ”只 需 证 明 


| e HOHO (2 pas 


Xen! Vr, 3m=n, 
对 (13) 式 求 导 ， 当 ?之 1 时 ， 得 到 


en- 1) n- 2)" e(n- 2i) (2t) 


H, (t) = aG 


= 2nH,.,(t) (14) 
其 中 


=， 当 n 为 偶数 时 


+， 当 n 为 奇数 时 。 


如 果 mm 过 nh， 并 记 e-"/2 为 ， 对 (12) 式 进行 m 次 分 部 积分 ， 
推 得 
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+> 2 十 一 
conf? e`' H, C) H, (tdt = | H. (tyu(")dt 
= H, ve- 9 | -| 2mH, 1(t) vnat 


= - sm a Hn, (t) vndt 


= 


= (~ 1)"2"m! [Huma 
{ ENDOM; 
VT, #n =m, 
这 里 ， 使 用 了 Hu(D) = 1， 以 及 当 一 > 土 c 时 ，v 和 它 的 导数 
均 趋 于 零 这 样 显然 的 事实 。 
容易 证 明 ， 由 (10) 和 (11》 式 决定 的 {es,} 是 实 空间 I 
(~ co, +o) 中 完全 正 交 规范 序列 ， 因此 ， 该 空 sA ED 
的 。 
同 理 ，Hermite 多 项 式 瑟 .是 Hermite 微 分 方程 
H,” ~ 2tH,’ +2nH,=0 (15) 
的 解 。 
Hermite 多 项 式 的 一 个 应 用 是 在 量子 力学 方面 。 
5.3 Laguerre 多 项 式 ”在 L*[0, +co) 空间 中 ， 应 用 
Gram-Schmidt 程 序 于 序列 
er, te- 7, te` x, 
TBL CO, + co 中 的 一 个 正 交 规范 序列 j {ea}, 还 可 以 进 一 
步 证 明 它 是 完全 的 。 并 且 
e t) =e L), (Ca= 01 2，…) (16) 
其 中 n 阶 Laguerre 多 项 式 定义 成 
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L,(t) = 1 


LO= G gp (e) — (=b, 2, s) 
(17) 
或 者 
(~ 1)! i 
L.) = 人 (18) 
Laguerre 多 项 式 的 前 几 项 为 
L(t)=1, L,(t) = 1-— t, 
3 1 
L,(t) =1— 2+4, L,(t) = 1 — t+ z” > 
= -2p it 
L(t)=1- 4t +3t st + Zt 


*..... 


图 4-5 Laguerre 多 项 式 
< 199 - 


tL’! + (1— t)L,' +nL = 0 ` (19) 
求知 级 数 解 而 得 出 〈 图 4-5)， 


f sJ G 
1 证明，Legendre 微 分 方程 可 以 写成 下 述 形式 ， 


[a —t5P,” T = -nn 十 1)P， 
用 P, 权 此 方程 ， 又 用 一 P, 肥 相应 于 P。 的 方程 ， 将 此 二 方程 相 加 ,再 从 
一 ! 到 十 1 积分 ， 证 明 ，(P。) 是 空间 区 一 1，1 中 的 正 交 序列 。 
1 om 
= rw 


左 端 函数 称 为 Legendre 多 项 式 P.(t) 的 生成 函数 。 
3。 利用 (11) 式 证 明 
H(t)=2tH,(t) —H,’ (t) 
4。 (生成 函数 ) 利 用 (18) 式 ， 证 明 


2, 证 明 ， 


1 
Vt, w)=T—w 


5, 利用 对 上 题 的 y 求 关于 w 的 导数 ， 证 明 ， 

(I) @m+1L,.(t)— (2n + tL) nL -10m0 
求 % 关 于 { 的 导数 ， 证 明 

(1) La,- aDSL (b): -L a(t). 
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研究 和 了 解 各 种 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 志 式 是 十 分 
”重要 的 ， 这 一 点 在 第 三 章 的 学 习 中 已 经 看 到 。 对 于 一 般 的 
Banach 空 间 ， 这 个 问题 有 时 是 很 复杂 的 ， 然 Hü, 在 Hilbert 
室 闻 中 则 有 十 分 简单 的 结果 。 粗 本 说 来 ， 就 是 有 界线 性 泛 莱 
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总 可 以 借助 于 内 积 表示 。 . 
6.1 定理 (Riesz) Hilbert 室 间 互 中 的 每 一 个 有 界线 


性 泛 池 j 都 可 以 用 内 积 表 示 ， 对 于 一 切 的 XEH,， 


~ f(x) = (x,z> (1) 
其 中 z 依 赖 于 f， 由 f 唯 一 决定 ， 并 且 
zii = {Fil (2) 


证 “证 明 分 三 步 进 行 ， 

CI)  f 有 表示 式 (1) 。 如 果 1= 0, 只 须 取 z=0, WMO), 
(2) RURAL TWRS MWA = {xEHij6,.,)， 
由 第 三 章 定理 6,3 和 推论 7.6 知 ，N(f) 是 闭 线 性 空间 。 因 为 
1 二 0 葡 含 Y(f) 三 了 HH, 因此， 由 投影 定理 2.9，NH (有 )+ 志 {0}, 所 
以 ， 必 有 zj EN (f):!， 且 zo 起 0， 使 得 1 (z) +0, 对 于 任意 的 
xEH, — . 

u= f(x)z — f (z )x 
则 fu) = 了 了 Cx) 了 20) 一 12O)fCx) = 0,， 亦 即 vEN(f)， 所 以 

0= 《Uv,20) = f(x)z, — f(z0)X,20) . 

=f (X) Za sZ) ~ Í (Za) CX, Zo> 
HE, lalo Hk 


F) _ KED EPROR 
f(x) = 《zu Zo 《xy Zo 一 “x, Tal 一 (x,z> 


其 中 z= TE) 3915803 ER A R B E E, 以 及 


XEH 的 任意 性 ， O) 式 成 立 。 
(E) G) 式 中 的 zx 由 j 叭 一 决定 。 假 设 对 于 -任意 的 
xcEH 有 
F(x) = <x,z > = <x,z,> 
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则 《x,zi — z,> = 0 对 所 有 x 成 立 ， 特 别 取 x= z. —z,, 4533] 

CG, = Z,,Z, = 23) = ||z —z,|2 = 0 
因此 ， 2 一 zz=0，2=2Zoo 

(H) 证明 (2) 式 成 立 。 若 z= 0， 则 (2) 式 成 立 。 
kio, MAZ H G) 式 ， 取 x=2z， 有 

¢z,2> = |z = fœ < fll, . 
WWR AASI. S- 方面 ， 由 Schwaz + 等 
As 


[f(x) | = |<x,z>]|=i|<xlllliz]| 
所 以 
Hfll=sup [/(x)| 
:sg <I 


Riesz 表 示 定 理 是 一 个 极为 基本 、 极 为 重要 的 定理 ， 它 
有 重要 的 理论 价 信和 实际 应 用 。 这 里 ， 我 们 利用 它 , ‘将 得 到 
Hilbert 空 间 的 一 个 重要 特性 一 一 自 共 辆 性 。 

作 Hilbert 空 间 互 到 其 对 偶 空间 下 的 映射 

C, H——>H' 
z— f, = <xyzy 

Riesz 定 理 6.1 说 明 映射 C 是 双 射 ， 并 且 是 保 范 的 , IC] = 
izi HFS BEK, x,y, ZEH, 

fayi: (X) = (x,0y + BZ) = a (x,y) + B Cx,7) 

= af x) + Bl.(x) f 

亦 即 ，Ckey+ pz) = aCly)+ PC), ÚHHBR8FC3NLJK S 
线性 映射 ， 合 起 来 知 ，C 是 H->H’ Lai g W) ARA. Pr 
以 ， 我 们 说 Hilbert 空 间 互 和 它 的 对 偶 空间 互 " 是 同 构 E 
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FH 3J BR dtg 2 B|. #J X T S EEST Ed ac AC. Hh F 
化 子 A! 就 是 很 自然 的 。 

6.2 引 理 对 于 内 积 空间 XX 中 的 全 体 w， 如 果 成 立 着 
Cw w) = Cu w>, Wu = 0Uz， 特 别 ， 对 于 全 体 wEX， 都 有 
《Uv,w》= 0， 则 v= 0。 

证 由 假设 ， 对 于 所 有 的 wEX， 

<U, — U, W) = XU, ,w> — (u, ~ wW) = 0 
特别 ， 当 Ww = u, 一 J, 时 ， 得 出 [v1 一 vl?= 0, 因此 — u, = 0, 
U, = U, : 

特别 ， 若 Muw = 0， 取 Ww =v， 必 有 v= 0。 

为 了 给 以 后 的 章节 作 准 备 ， 下 面 讨 论 在 实际 应 用 中 极 重 
要 的 概念 ， 半 双 线 性 型 。 i 

6.3 EX IXMYERKEKREZ H, MX x Y F 60 
ERRER (或 半 双 线性 泛 函 ) h 是 映射 

h, XxY——K 
使 得 对 于 所 有 的 X,xi EX, Y, Y y EY 以 及 和 任意 a,BEK， 
下 列 各 式 成 立 。 

(1) h(xi+x;oy)=R(%6y)+hO, y); 

(I) Nh(x,y, 十 ya) =h(x,y,) +h(x,y,); 

(H) h(ax,y)=ah(x,y); (3) 

(N) h(x,By)= Bh(x,y), | 
因为 映射 hn 对 于 第 一 个 变量 是 线性 的 ， 对 第 二 个 实 量 是 H 
线性 的 ， 故 称 ?为 半 双 线性 的 。 如 果 K=R, MJ (W) 化 为 
h(x,By) = Bhtx,y)， 这 时 ， 称 # 为 双 线 性 型 。 

AH 3LX Y3E L WC TS 2 Bj, TUE ##r38 FE 3 3&kC, W414 

|h(x,y) |<Cllxilliyl (4) 
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对 于 任意 XEX，yEY 成 立 ， 则 称 h 是 有 界 半 双 线性 型 ， 并 
B | 


|h(x,y) > 
Tat Ti plece lo (5) 
AOSA: SE E- , 
从 (4), ` (5) =, 还 有 
[h (x,y) |< [hix . (6) 


显然 ， 内 积 (.,*》 就 是 一 个 有 界 半 双 线性 型 。 
6.4 定理 设 H, 和 HH, 都 是 域 K 上 的 Hilbert 空间 ,hh 
H, x H, 一 >K 是 一 个 有 界 半 双 线 性 型 ， 则 4 有 表示 
h (x, y) = <Sx, y> 
其 中 SS，H,- 一 >H, 是 有 界线 性 算 子 ， 由 h 唯 一 确定 ， 并 且 
IISI = tint (8) 
证 因为 kh. H, xH ，_>K 是 有 界 半 双 线性 型， 对 于 任意 
x€ H,, YEH y h (x, y) ATIRE, 2 T yB suk, F 
是 ix,y) 关于 y 必 是 线 人 性 的 。 固定 XE ， 则 h(xX, 久 ) 是 空间 有 , 
上 的 线性 有 界 泛 函 ， 由 定 理 6.1， 有 表示 jCX;》) = (y,z>， 其 
Hz€ H, WE — 确定 元 ， 于 是 f 
h(x,y)= <y,Z> = ¿“z,y> (9) 
但 显然 z 应 依赖 于 xE H,， 所 以 (9 ) 式 说 明 必 有 一 算 子 S， 
H,—>H,, Hz= Sx 确定 ， 将 z= Sx 代入 (3) 式 ， 即 得 (7) 


式 。 
下 面 ， 我 们 还 要 证 明 5 线 性 、 有 界 、 BEIS- ' l 
SRR, E (1) fe 36.3, WTE XE 
H,, Q, BEK, 和 任意 的 yE H,, HA 
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(Slax, + Bx), y> = h(ax, + Bx,, y) 
` =üah(x,, y)+Bh(x, y) 
ASX, y> + BeSxX,, y 
= 《CSx + BSX,, y> 
再 由 引 理 6,2， 推 得 S(ax, + Bx.) = aSx, + BSk 
S 是 有 界 的 。 当 5 = 0 时 ， 结 论 显 然 成 立 。 不 妨 设 5 志 0, 则 


有 . 
lhl] = -sp Plo su |S% 9> | 
“38 Taf zao eT 
[<Sx, Sx>| _ Sxl] 
> sup Malls] T R xlsx 
= sup—li = ISl (10) 


此 时 已 证 得 |lsl 有 界 。 
由 Schwarz 不 等 式 ， 推 得 


o [*Sx,y>| "sx 
Msp Tabi < =e iioi 
lsxl _ 
= sup lx = |IS || 


此 式 与 (10) 式 合 起 来 ， 得 到 ||S|| = lhl 
5S 是 唯一 的 。 实 际 上 ,假设 还 有 线性 算 子 T，H, 一 ->H, 使 
得 对 于 所 有 的 xE Hl 和 yEH,， 有 
h(x,y)= <Sx,y> = TX,Y> 
所 以 ， 
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CSX, y> = (TX. y> = GSx— Ix, yy = (S—T)x, y> = 0 
由 引 理 6.2， 有 《ST)x = 0 对 于 一 切 x 成 立 ， 于 是 S= 了 T。 
l 3 = 
i. 证明， 空间 8 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 均 可 表 成 下 述 形 式 


JO) =X Ei M; (z= op)ep) 


2。 MRÆARRZAXKERRET, W, 100 =x, DRE 
了 XXX 上 的 一 个 范 数 为 lz 的 有 界线 性 泛 函 。 
3。 证 明 ， 实 空间 的 对 悍 空 间 是 8， 
4。 证 明 : Hilbert 空 间 瓦 的 对 偶 空 间 玉 “ 仍 是 一 个 Hilbert 空 间 ,其 
内 积 为 | 
cfr, fp =Z, O =U, D 
Jtrhf.(x)= ox z, f,(x)= “dx, V, 
5。 (Hermite™ ik XEL JEK LARE, X x X k.ñ5Hermite3 

双 线 性 型 或 简称 Hermite 型 ， 是 映射 六 : XxXX 一 >K, 使 得 对 于 所 有 的 
x，?7，2e 疏 和 任意 的 ce 到， 有 

h(x+y, z)=h(x,z)+h(y, Z); 

h(ax, y)=ah(x,y); 


h(x,y)=h(y,x), 
如 果 KK = 二 民 ， 则 最 后 一 个 条 件 是 什么 ?必须 附加 什么 条 件 ,h 才 成 为 X 上 
的 内 积 。 
6. (Schwarz 不 等 式 ) 设 X 是 线性 空间 ，h 是 XX 上 的 Hermite 
型 ， 此 型 称 为 是 半 正 定 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 xeX， 都 有 h(x,Xx) 之 0， 
证 明 如 此 的 h 满 足 Schwarz 不 等 式 
[hix y) Kha, x) hy,y) 


7。 ( 半 范 数 ) 如 果 h 满 足 上 题 条 件 ， 证 明 ， p(X) = h(x,x) 定 
义 了 X 上 的 半 范 数 ， 
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87 Silbert 伴 算 子 


上 节 的 结果 使 我 们 得 以 导出 Hilbert 空 间 上 有 R 线性 算 
于 的 Hilbert 伴 算 子 。 这 个 算 子 由 和 矩 阵 论 ,线性 微分 方程 和 线 
性 积分 方程 的 有 关 宫 题 提出 ， 供 助 于 它 可 似 定 义 出 三 类 重要 
的 算 子 ， 它 们 在 各 种 应 用 问题 中 起 着 关键 的 作用 。 
7.1 EX RT, 日 ,一 >H, 是 有 界线 性 算 子 ,其 中 H, 和 
是 ,都 是 Hilbert 空 间 ， 则 了 的 Hilbert 伴 算 子 T*，H, 一 ->H,， 
使 得 对 于 所 有 的 x*EH, 和 y € H,, A 
《TX,Y) = <x,T*y> (1) 
这 个 定义 的 合理 性 由 下 一 定理 可 以 看 出 。 
7.2 定理 定义 7.1 中 给 出 的 T 的 Hilbert 伴 算 子 T* 存 
在 、 唯 一 ， 并 且 是 有 界线 性 算 子 ， 成 立 着 关系 
IT*| = T| (2) 
证 ”因为 内 积 是 半 双 线性 型 ， 且 T 是 线性 算 子 ， 所 以 
h(y,x)= <y, TX> . (3) 
HETH, xH, 上 的 一 个 有 界 半 双 线 性 型 。 实 际 上 , Miki 
线性 性 可 由 下 式 推 得 ， 
h(y,ax, + Bx,) = oy, T(ax, + Bx) 
=y, aTx, + BTX > . 


= ay, Tx p+ BY, Tx) 


= ah(y,x) +B h(y,x,) 
# 是 有 界 的 。 实 际 上 ， 根 据 Schwarz 不 等 式 ， 
[h(y,x)|= 9T [<T STi, 
蕴含 及 | 志和 上。 另 一 方面， 
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| <Tx, Tx? | 


pel = sup A >P reie VITI 
合 起 来 ， 得 到 | 
Jaji = IT] (4) 
定理 6.4 给 出 了 h 的 表示 ， 记 5 为 T*， 我 们 有 
h(y,x)= T*y,x) ` (5) 
从 这 个 定理 知 T*， 五 :一 > 五 :是 唯一 确定 的 有 界线 性 算 子 , 其 
范 数 满足 关系 
re = ja = 位 | 


TÆ, (2) 式 得 证 。 比 较 〈3 ) RAM (5 ) <, ETA 
TX = T*y, 0, EAR mMKA HEH, FH (1) =, 

为 了 方便 以 后 的 讨论 ， 我 们 先 给 出 下 述 引 理 。 

7.3 53E ” 设 X 和 Y 都 是 内 积 空间 ， 并 且 Q8: X 一 >Y 是 
有 界线 性 算 子 ， 则 

(I) 8=O 当 且 仅 当 *Qx，y> = 0 对 一 切 的 xEX 和 y € Y 
成 立 ; 

(I) 如 果 Q@，X->X， 其 中 X 是 复 内 积 空间 ， 3: B <Qx, 
x) = 0 对 了 于 所 有 的 YXEX 成 立 ， 则 Q@ =O, 

证 (I) 8=0， 即 Qx=0 对 所 有 的 xEX 成 立 ， 蕴含 
《Qx, y>= (0, y>=0. 

反之 ， 如 果 对 于 一 切 x 和 y; 《〈Qx，y) = 0， 由 引 理 6.2 推 
得 Qx= 0 对 所 有 的 x 成 立 ， 由 定义 ，Q=O。 

(I) 由 假设 ， 对 于 任意 的 Yy= cx+yEX， 有 (@v，V7 二 
0， 亦 即 aao 
0=《Q(ax+y), axty? 


= |a|l:Qx, x) + (Qy, y>+a(Qx, yy+ a (Qy, *) 
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根据 假设 ， 上 式 右 端的 前 两 项 是 零 ， 特 别 取 &= 1， 得 出 
(Qx, y>+(Qy, x>=0 
X Ea =i, HES 
<Qx, y>— (Qy, x>=0 
两 式 相 加 ,于 是 <Q@x,y》= 0,83 C ID sh t H Q =O, 
引 理 7.3(I)，XX 为 复 内 积 空 间 是 基本 的 。 实 际 上 ， 如 果 
* 为 实 内 积 空 间 ， 结 论 未 必 成 立 , 例 如 ， 实 平面 R? 中 旋转 90° 
的 算 子 0， 显 然 9 是 线性 算 子 ， 并 且 Qx 上 x， 因 此 ， 对 于 任意 
xC€R2:, 都 有 (Q@x，x>= 0， 但 是 CO。 
下 面 ， 我 们 来 证 明 Hilbert 伴 算 子 的 一 些 常用 的 人 性质 。 
7.4 定理 H MH, Æ Hilbert Z], S, H,-=H,,T. 
H, 一 H,， 都 是 有 界线 性 算 子 ，e 是 任意 标量 ， 则 有 下 列 性 
质 : 
(I) <(T*y, x>y= ly, Tx>, (XEH,, yCH,); 
(WT) (S+T)*=S*+T*;, 
(H) (aT)*= aT*, 
(W) (T*)*=T; (6) 
(V) IT*T|=|TT*|=|T|; 
(VD T*T =O 当 且 仅 当 T = O; 
(W) (ST)*=T*S* 
证 (I) 由 (1) 式 ， 有 
CT*y, Xx) = (x,T*yy=(Tx,yy =<Xy, Tx} 
(H) 由 (1 ) 式 ， 对 于 所 有 的 % 和 y， 
(x, (S +T)*y>=((S+T)x, y>=(Sx, y) + (Tx, y> 
=(x, S*y>+<(x, T*y) Ena 
= (x, (S*+T*)y) 
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利用 引 理 6.2， 得 到 (S + 了 T)*y = (S + 了 T*)y 对 于 一 切 y 成 立 ， 
HEX, ( I ) 成 立 。 


(H) 因为 

CaT)*y, x>=<(y, (oT)x) 
=(y, a&G(Tx)> 
= a<y, Txy 
= a ¿T*y, xy 
= aT*y, x} 


于 是 ,《C(eT)* ~- a T*)y, x) =0 对 于 所 有 的 X，y 成 立 ， 又 由 
引 理 7.3( 工 )， 推 得 (ecT)* = a T*, | 

值得 注意 的 是 ， 应 严格 区 分 ( 焉 ) 式 与 关系 T*(ax) = 
qT*x, 

(W) 对 于 所 有 的 xEH, 和 yEH，， 从 (I) 和 (1 ) 式 ， 
有 

((T*)*x, y= (x, T*yy=<XTx, y> 
应 用 引 理 7.3( 工 ) 于 算 子 Q= (T*)* -~-T， 即 得 证 。 

(V) 显然 T*T，H,->H,， 而 TT*+。H,->H,, 由 Schwarz 
不 等 式 ， 有 | 

|Tx|*=4(Tx, Tx)=<T*Tx, x> < T+TX] |x] 

<| T*T| |< 站 

对 范 数 为 1 的 所 有 x 取 上 确 界 ， 得 到 IT 下 <17*Tl， 再 利用 第 
三 章 87 中 (1 ) 式 和 本 节 的 ( 2) 式 ， 得 到 

IT*r|<[T:1 IT |= IT E 
HALITIT |=|T | 

用 Tx 代 替 上 面 讨论 中 的 T， 由 (2 ) 式 和 (了 )， 还 有 
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i TT* | =! (T*y*T* = T* =! T 
这 里 ， 我 们 记 (T*)*=T**， 由 (本 ) 知 T**=TT。 
(W) 这 是 (Y ) 的 直接 推论 。 
(W) 重复 使 用 (1 ) 式 ， 推 出 
(x, (ST)*y>= ((ST)x, y>= (Tx, S*y = (x, T*S*y» 
因此 ， 由 引 理 6.2， 有 (ST)*y=T*S5*y 对 任意 7 成立， 所 以 
(ST)* =T*S*, 
7.5 推论 ”如果 定 理 7.4 中 有 界线 性 算 子 T 是 H, 一 H, 上 
的 双 射 ， 则 
(T*)-1= (T-1)* (7) 
证 ”由 第 三 章 有 界 道 定理 11.7，T 的 道 算 子 T-:! 存 在 且 是 
有 界线 性 算 子 ， 根 据 定 理 7.2，(T-5*# 存 在 、 唯 一 且 仍 是 有 
界线 性 的 。 对 于 合 于 条 件 的 任意 x 和 y。 有 
<x, T*(T-l)*yy=(Tx, (T-1)*y>= (T-!Tx, y> 
= <%, y> 
因此 ，T*(T-D)*=JT。 另 一 方面 
<x, (TTO*T*y> = 《TT Ix, y>= x, y> 
推 得 
(T-xT* =] 
总 之 ，( 了 -二 = TH, 
习 w 
1。 证 明 ; 0*=0, P=, 
2。 WR {T} 是 Hilbert 室 间 中 的 有 界线 性 算 子 序列 , HTT, 
W: T, T. 
3. WH MH Hilbert ZH, T, H,— H,JE 8 P REAT, WR 
A,CH,, A,CH,, EIT (ADCA, WH, At DTA. 
4. RLEPHAMARATZA, A: T('A DCA, BM 1: 
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A tDT*(A,*). 

5, 假设 Ti 和 T? 是 复 Hilbert 空间 了 到 本 身 的 有 界线 性 算 子 ,车 
Tix, œ 二 <T,xX，X3 对 全 体 xe 昌 成 立 ， 证 明 ; T,=T,, 

6. 证 明 ，Hilbert 空 间 H 上 的 有 界线 性 算 子 T,H 一 有 有 限 维 的 
值 域 ， 当 且 仅 当 T 可 以 表 成 下 述 形式 


n 
Tx= $ <x, upu (u;, uH) 
1=1 


7. jS=I+T*T, H>H, HPT 是 有 界线 性 算 子 证明 逆 算 子 
S-1, S(H)=>H#4, ` 

8, 如 果 题 3 中 的 A,= 少 (人 T)= 人 xlrzsoy， 证 明 ， 

CI) T*(H)CA,t, (I) OHEA); 

CE) A,=(T*(B,)3, 


88 HEEF, 酉 算 子 和 正规 算 子 


与 Hilbert 伴 算 子 有 密切 关系 ， 最 具有 实践 重要 性 的 一 
类 有 界线 性 算 子 是 本 节 要 讨论 的 西 算 子 、 正 规 算 子 、 自 伴 算 
子 以 及 正 算 子 。 

8.1 定义 ” Hilbert 空间 HH 上 的 有 界线 性 算 子 TH->H， 
称 为 是 自 伴 的 或 Hermite 的 ， 如 果 T*=T。 称 为 是 酉 的 ， 如 
果 T 是 双 射 且 T*=T-!。 称 为 是 正规 的 ， 如 果 TT*=T*T。 

借助 于 $7 的 (1 ) 式 ， 易 知 ， 如 果 T 是 自 伴 算 子 ， 则 有 

<Tx, y>= x, Ty> (1) 

显然 ， 如 果 T 是 自 伴 算 子 或 者 西 算 子 ， 则 T 必 是 正规 算 子 。 反 
之 则 不 然 。 例 如 ; -如 果 I 是 空间 H 上 的 恒 同 算 子 ， 则 T= 2ilE: 
正规 算 子 ， 因 为 T*= -2i， 于 是 TIT*#*=T*T=4I， 然而 ， 
T#* 和 TT， 同 样 T*T-1= — GD /2。 

我 们 也 可 以 把 定义 8.1 中 的 算 子 与 矩阵 联系 起 来 进 行 讨 
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论 ， 并 且 叙 述 一 些 重要 关系 。 

8.2 A 考虑 空间 C*， 其 内 积 为 

(x, yy=xTy (2) 
其 中 x 和 y 窟 成 列 向 量 ，xT = (Ë,, +, E) 

BRET: C—C 是 线性 算 子 (由 第 三 章 定理 7.4， 它 必 是 
有 和 界 的 )， 给 定 C" 中 的 一 组 基 ， 则 可 以 用 两 个 n xn 和 矩阵 A4 和 B 
分 别 表示 TT 和 它 的 Hilbert 伴 算 子 T*。 

使 用 (2 ) 式 ， 有 (Bx) =xT7BT。， 推 得 

《Tx,y> = (4x)Ty=xTATy 
H. 

(x,T*yy=x' B y 
由 87(1) 式 ， 上 列 二 式 对 于 一 切 Y，yE C" 相 等 ， 于 是 AT= 


B, 因此 B= AT, 

这 说 明 ， 如 果 给 定 酉 空间 C" 的 一 组 基 ， 并 且 C* 的 一 个 线 
性 算 子 由 确定 的 矩阵 表示 ， 那 么 它 的 Hilbert 伴 算 子 表 成 原 
EREN E RA RERE. 

所 以 ,如 果 T 是 自 伴 算 子 ， 则 它 的 表示 矩阵 是 Hermite 
阵 〈47= A 或 a ，; =ais)， WET 是 西 算 子 ， 则 其 表示 算 阵 为 
BER CA T= A-!)， 如 果 T 是 正规 算 子 ， 则 表示 和 矩阵 是 正规 
矩阵 (4A4AT = A TA), | 

但 是 ,如 果 线 性 算 子 T，R*>R"， 则 如 果 T 是 自 伴 算 子 ， 
其 表示 矩阵 是 实 对 称 炬 阵 ， 而 西 算 子 的 表示 E RE EXE 
阵 。 

下 面 ， 我 们 来 具体 讨论 这 些 算 子 。 
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8.3 定理 RT, H>HÆ Wilbertz=* AH FJ FL ep kE 
算 子 ， 则 

CI) 如 果 T 是 自 伴 算 子 ， 则 对 于 全 体 xE€ H, (Tx, x) 

GD RHH ES Hilbert2= a], 对 于 所 有 的 x€ E, Tx, 
Xx7 是 实数 ， 则 了 是 自 伴 算 子 。 

证 (1) 若 T 是 自 伴 算 子 ， 则 对 于 所 有 的 xE 正 ， 有 


CTx, x> =<x, Tx)= CTx, x) 
(I) 如果 对 于 所 有 x，《Tx，x) 是 实数 ， 则 


(Tx, Xx) = Tx, x> = Xx, T*xy = (T*x, xy 


所 以 

0= (Tx, x>-—- (FT*x, x>= ((T-T*)x, x) 

由 于 五 是 复 空 间 ， 由 引 理 7.3(I )， 得 到 T-Tx#=O。 

8.4 定理 Hilbert 空 间 互 上 的 两 个 有 界 自 伴 线性 算 子 S 
和 了 的 积 算 子 仍 是 自 伴 的 当 且 仅 当 5 与 T 可 换 。ST = TS。 

证 ”由 定理 7.4( 伍 ) 和 假设 ， 有 

(ST)* = T#S# = TS 
因此 ， 
ST = (ST)*==>ST = TS. 

8.5 定理 设 {T， } 是 Hilbert 空间 互 上 的 自 伴 有 界线 性 
ATEPLT. H>H, 8T, S, T, >T, NTER 
的 自 伴 有 界线 性 算 子 。 

证 ”利用 定理 7.4 和 7.2， 有 

IT,*—T*] =|(T,-T)*|=[]T,-T]B > 
并 由 空间 BCH，H) 中 的 三 角 不 等 式 ， 得 到 
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|Tf-T*'<IT-T,|+[|T,-T.,* [+]J T,#— T* | 
=IT-T,|]+0+IT,-T| 
= 21T,— Ti->0 (n=) 
AE, [FT-T*|=0, BFDT* =T, 

8.8 定义 ”如果 T 和 5 都 是 Hitbert ZAH En B EAR 
线性 算 子 ，《Tx，x)》 宇 《SXx，x》 对 于 所 有 的 XE H 成立 ， 则 记 
KFS, 或 S<T。 自 伴 算 子 序 列 {T,} 称 为 是 圭 升 的 ， 如 果 
TicTac WIERF, WET >T, > 

8.7 定理 ”假设 ?是 HilIbert = 间 开 上 的 自 伴 有 界线 性 
算 子 ， 存 在 实数 mm 和 ma 使 得 miT<T<msL 其 中 由 :是 满足 该 
条 件 的 最 大 数 ，m?: 是 最 小 数 ， 并 且 册 =maxf im| ， Imi}, 
则 有 iT |= m, 

证 XPTBCS0S xC H, W P m SE | (Tx, x)| x 209 E 
界 。 因为 |(Tx, x)|=] Tx | [|x | sT Re ms 
HIT, 

为 了 证 明 相反 的 不 等 式 ， 考 虞 

《<T(¥+7), y+2)—《T(y -72), y-2) 

= 2 (Fy, 2) + 2 (Ty, zy 
于 是 2 《Ty, z>+ 2 y, Tz) = 2 《Ty, z>+ 2 《Ty, 2) ` 

=m|y+ziË +m |y-—-z z: =2m(ly[2+| z] 
PXBi,y,z2C H, KFE 0 实数 4 和 x 二 0， 取 y=ax,z=Tx/ja， 
推 得 

4|Tx |: = 4<Tx, Tx) = 2 Tex, Txfay+ 2 Tx/a, 

Taxy=<ç2m (a? | x|? +T 2 /a2) i 
RRR =|Tx]/ x |, 有 

4[| Tx EPs<2md Tx xi+HTxl æD = 4m ll Tx Wx 1 
这 蕴含 [Tx|<mixij， 于 是 I1T i<m。 
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下 面 ， 引 入 一 类 实用 中 经 常 使 用 的 算 子 -一 一 正 算 子 。 

8.8 定义 Hilbert 空间 有 H 上 的 自 华 有 界线 性 算 子 TT 称 
为 是 正 算 子 ， 如 果 对 于 所 有 的 XE 如 ， 有 《TXx，X) 守 0。 

显然 ， 零 算 子 O 和 恒 同 算 子 [是 正 算 子 。 容 易 证 明 ，T* 工 
-和 TT* 是 正 算 子 ， 其 中 是 中 上 的 有 田 线 性 算 了 。 请 读者 日 
证 。 

8.9 定理 设 z 和 S 是 复 Hilbert 空 间 五 上 的 有 界线 性 算 
子 ， 则 

(I) 如 果 了 是 自 伴 的 ， 则 S*TS 亦 是 自 伴 算 子 ， 若 工 是 
正 的 ， 则 S*TS 亦 是 正 的 。 

C) 如 果 S 的 值 域 在 pH, HE S*TS 是 自 伴 算 子 ， 
则 了 是 自 伴 的 ;如 果 S*T7S 是 正 的 ， 则 T 亦 是 正 算 子 。 

证 (I) 车 T 自 伴 ， 风 《6S*TSx，x》= 《TSx，Sx》 对 于 所 
有 的 x EH 是 实 的 ， 由 定理 8.3( 了 I)， 推 得 S*TS 是 自 伴 算 子 。 
如 果 T 是 正 算 子 ， 则 4S*TSx，x = 《TSx，Sx) 之 0, 于 是 S*TS 
也 是 正 算 子 。 

(N) EZG) 中 的 每 一 个 X=Sy， 都 有 Tx， Xx) = 《TSy, 
Sy) = 《S*TSy，y》。 设 S*TS 是 自 伴 算 子 ， 以 及 志 (S)= 理 ， 则 
《Tx，x》 在 多 (S) 上 取 实 值 ， 则 对 于 所 有 的 x€ H, Tx, xy 
实数 ， 因 此 T 是 自 伴 算 子 。 另 一 方面 ， 如 果 S*TS 是 正 算 子 ， 
则 有 <TxX， x>Z=0, XE @#(S), TĒ, 对 于 全 体 xE H, 人 
xylo 

8.10 z5 WRT, fT 是 Hilbert 空 间 H 上 的 自 们 有 界 
线性 算 子 ，T, 还 是 正 F, T,5T; 可 换 ， WT, TEER 
+f. 


证 ”对 和 于 所 有 的 XE 了 HH， 有 : 
¿T T,X XY = TT,x, T,x> = CT IT x, T,xX>= 90 


+ 216 ° 


8.11 定理 ”如果 工 和 S 是 Hilbert ZAH F 09 ESE T. B. 
可 换 ， 则 TS = ST 亦 是 正 算 子 。 

证 显然 可 以 假设 T0， 因 此 iTI>0， 定 义 算 子 序列 
{Ta} 3T: 

T,=T/IT |, T,=T,— T °, T,=T,—-T,?*, +, 

T, = T, T,2, e i 

用 数学 归纳 法 证 朋 0<T,<1。 当 n=1 时 ,对 于 任意 
x€ H, # 

0<<T,x, x>= 《Tx, x>/]T |< (x, x) 
Al, Ostii, H-T, = I-T,) +T,°; H 

T, = Ta- T,= T, - T +T,- 2T, +T, 
PAT, r= Td -T,) +T,(I- T, RET, >0,HI-T,> 
O, I-T, OUR T, 20, FOST, <I。 AT, = 
T+T, + +T +T MT, =O, DE 


> (T,X, T,xy = > T,X, xX) = (T,x, x>y—- (T,,.,x, X) 
h=1 k=1 
<<T,x, xX) 


8 RAYI Taito FÆ lim |T,xj=0， 


则 lim (> T) x= lim (T,x=T ,,x)=T,x, 
k=1 s”. 


n> 


使 用 T 与 S$ 可 换 的 假设 ， 推 得 S 与 到 可 换 人 KE= 1, 2, +) 
因此 ， 
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<STx, x>/1T = 《STIx, x)= lim P CST,2x, x} 


k=1 


= aag $O <T,ST,x, x) 
k=1 


= 1 DST, T,xy2>0 


k=1 

说 明 ST 是 正 算 子 。 

关于 西 算 子 ， 我 们 有 FARE. 

8.12 ENE IU, H>H, V, H>H 是 西 算 子 ， 其 中 
HH 是 Hilbert 空 间 , 则 

(I) URSE T, 所 以 ， 对 于 所 有 xEH， Ai Ux | = 
{x ijs 

(H) ÆH{0}, WJU |= 1, 

(H) CI: 也 是 丁 算 子 

(N) UV 是 西 算 子 ， 

(V) 局 是 正规 算 子 

(W) 如 果 旦 是 复 Hilbert 空间 ， 则 也 上 的 有 界线 性 算 子 
7 是 酉 算 子 当 县 仅 当 是 等 距 的 且 是 满 射 。 

证 《I) 从 下 式 推 得 

[Ux] = Ux, Uxy = (x, U#Uxy = (x, [xX> =: x 

(ú) 直接 从 ( 工 ) 推 出 。 

(H) 因为 0 是 双 射 ， 所 以 U5”! 亦 然 ， 由 定理 7.4， 

(U-1)*=U## = U = (Ut)? 

(W) UV 是 双 射 ， 由 定理 7.4 和 第 三 章 定理 6.5， 得 到 

(UV)# = V*U* = V-1U-1= (UV): 
(Y JU! = U*#giU*U = UU =UU-!=UU* 
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(W) 假设 T 是 等 距 的 ， 并 且 是 满 射 ， 等 距 性 98 含 单 
射 ， 于 是 T 是 双 射 ， 下 面 证 明 T* = 了 T-!。 由 等 距 性 ， 推 得 

<T*Tx, x>= (Tx, Tx) = (x, x>= (Ix, xy 
Prkl, <(T*T —I)x, x>=0 
使 用 引 理 7.3(I ), 必 有 Ts*I -I= O, EET*T = 1, i, # 

TT# = TT*(TT-1)=T(T*T)T-i=TIT-i=I 
FÆ, T*T=TT* =, T*=T-1, TE BHT. XAAR 
成 立 。 

值得 注意 的 是 ， 等 距 算 子 未 必 是 酝 算 子 ， 六 为 它 可 能 不 
是 满 射 。 例如 : 右 移 算 FT, Pl, (Š, E,, És» … ) > 
0O, o $o =), #x= (Sy € Ë, 

5 题 

1. WHE Hilbert 空间 ， 了 : H—H 是 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 证 
明 T, 亦 然 ， 其 中 n 是 某 自然 数 。 

2。 ET. HH 是 有 界线 性 算 子 ， 则 必 有 了 一 4 十 诏 ， RHA, B 
都 是 自 伴 算 子 。 f 

3. 如 果 了 是 正 算 子 ， 证 明 ， 存 在 唯一 的 有 界线 性 算 子 Bz>O， 使 
得 访 = 工 。( 此 时 称 如 是 算 子 4 的 正平 方 根 ) . 

(提示 : 对 于 O<4<1, 定 义 Bu= 0, 并 且 B,r=B. 十 二 (T—B), 
了 ,收敛 于 4 的 平方 根 ) 。 

4。 如 果 T=T， 且 了 是 正规 算 子 ， 证 明 T 是 自 伴 算 子 . 

5. 证 明 ， 等 距 线性 算 子 了 ,下 一 下， 不 是 Hilbert 空 间 互 到 它 的 一 
真 闭 子 空间 上 的 西 算 子 。 

6。 WÈT, 五 一 和 (4 一 1，2，…) 是 正规 算 子 列 ， 并 ETT, 
证 明了 是 正规 算 子 。 

7. 证 明 ; 复 Hilbert 空 间 有 H 上 的 有 界线 性 算 子 T: H—H FS 正规 
的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 xe 昌 ， 有 iT*xj=| Txj， 据 此 ， 证 明 ， 对 于 
正规 线性 算 子 了 T， 有 | T21 一 1 了 站 
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随 着 电子 计算 机 的 发 展 ， 数 值 数 学 理论 日 益 受 到 人 们 的 
重视 ， 因 此 ， 逼 近 理 论 的 研究 亦 有 了 相当 的 进展 。 从 更 高 的 
角度 ， 更 抽象 、 更 一 般 地 将 逼近 理论 中 的 主要 成 果 进 行 概 
括 ， 当 然 是 一 项 有 意义 的 工作 。 本 节 就 是 这 一 方面 工作 的 初 
步 介 绍 。 首 先 ， 我 们 建立 起 赋 范 空间 中 最 佳 还 近 的 概念 ， 然 
后 ， 着 重 讨 论 最 佳 逼 近 的 存在 、 唯 一 性 问题 ， 为 此 导入 “ 严 
格 凸 ?的 概念 以 及 连续 函数 空间 CCa， 纪 中 的 Haar 条 件 。 


$1 REZE PARA.. 


所 谓 逼 近 ， 就 是 给 定 了 一 个 确定 函数 类 中 的 元 例如: 
某 区 间 上 的 连续 函数 )， 设 法 用 该 函数 类 中 一 个 更 简 单 的 元 
《例如 ， 多 项 式 ) 去 近似 表示 它 。 这 其 实 并 不 陌生 ， 微 积分 
中 的 Taylor 公式 就 是 基于 这 一 思想 而 建立 起 来 的 ， 例 如 


当然 ， 既 是 区 近 ， 一 般 并 不 相等 ， 这 就 有 一 个 估计 误差 
的 问题 。 

1.1 定义 设 X 是 赋 范 空间 ，Y 是 X 的 给 定 的 非 空子 空 
间 ， 给 定 xXEX， 若 有 yoEyY， 使 得 f 


ò=ô(x,Y)= in jx-yj=jx-yl 19) 
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则 称 y" 是 了 到 x 的 最 佳 遭 近 。 

自然 ， 满 足 定义 1.1 中 的 ?未 必 存 在 ， 著 存在 也 未 必 唯 
一 。 但 在 很 多 应 用 中 ，Y 可 以 是 一 个 有 限 维 子 空间 ， 则 有 下 
述 定理 。 

1.2 定理 ”如果 Y 是 赋 范 空间 X 的 一 个 有 限 维 子 空间 ， 
则 对 于 每 一 个 x*EX， 必 存在 着 从 Y 到 x 的 最 佳 允 近 。 

证 对 于 给 定 的 xXEX， 作 闭 球 


B ={YEY hyc} 
显然 ，0 CB, TE, # 


d(x, B) = inf |x- yl<fx-01=1zxl 


Wm Eye B, 则 ly 人 > 21xf， 于 是 
ip-yll> iyli- xl> [x ll>6 Cx, B) (2) 


这 说 明 6(x， 有 B) =6(x,y) = 6。 并 且 由 (2) 式 ，y&Y- B, 
所 以 ， 如 果 最 佳 逼 近 存 在 , 则 y € B 。 由 第 三 章 定 理 5.3， 因 
为 BB 是 Y 中 的 有 界 闭 集 , 故 B 是 紧 集 ， 又 知 范 数 连续 ， 再 根据 
第 三 章 推论 5.7, 必 有 Y。EB， 使 得 jx 一 yj 在 y= 处 达 到 最 
小 值 , 即 6= int jx-y|=jx-yoj， 又 由 定义 1.1，Y。 是 了 


YEB 

AREEN. 
1.3 ##jJCra,b), WY =span(x) +, x,)=span(1, 
t，…，t"}， 这 里 ，n 是 固定 非 负 整数 ，x,= ti(i= 0, 1, 
n)。 则 dimY =n+1， 由 定理 1.2， 对 于 任意 给 定 连 续 项 数 
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x(t) ECca，b]， 必 存在 至 多 为 n 次 的 多 项 式 P,(t)， 使 得 


其 中 y(t) EY。 我 们 称 CCa， 恕 中 的 到 近 为 一 致 遗 近 ，。 

L4 多 项 式 定理 1.2 中 ，Y 是 有 限 维 空间 的 条 件 是 本 
质 的 , 否则， 结论 可 能 不 成立 。 例 如 ，Y = { 区 间 50，1/23 上 
全 体 多 项 式 }， 则 有 dimY = co， 取 x(t) = 1/(1-1) Mix) 
ECL0，1/2]。 对 于 任 给 e 沁 0， 存 在 NN(e) 记 0， 使 得 对 于 所 
有 的 n>N(e)，y,(t)=1+t+…+t"， 有 


ttt +t) | 


x— i= max 
| > o<t<1 1-1 
= Imaxl(1+t+ +t"+-)— (1 +t+ - + t") 
1 
0 <t <š 


max 


1 
0<t <y 


prt 十 tnt+2 十 ... | 


PO +t+ +@ +) 


max 


1 
0 <t <> 


1 1 _1 
= -9 1 = >+ <ë 
工人 
因此 ，6(x，?) = 0。 但 是 ， 由 于 x(t) 不 是 多 项 式 ， 于 是 ， 任 
WYO SEY， 都 有 xXx， 所 以 [xy io, 中 外 存在 Y,EY， 
使 得 i x 一 》o1= 0。 这 说 明 无 限 维 子 空间 Y 上， 结论 不 成 立 。 
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FERA RX IX rh Sk FEB I nk — EE. 
这 个 问题 在 赋 范 空间 X 中 研究 是 比较 复杂 的 。 例 如 :, BR 
 X=Rš, Y3EES  — Š, EBI (6,== 0), M Y XS: X 的 子 空间 。 给 
IEX, = (650EaoEso)， 从 几何 上 上 ， 大 家 知道 ， REBIN 
y. = (Eins 0), M XAY 的 距离 是 6= jlo WR, y REnB 
一 的 。 

X: X= (X，。.) 是 全 体 实数 对 x= (5&,，&,) 作 成 的 
空间 ， 其 范 数 为 'x = jg + is 。 取 点 x=(1, 一 1)， 取 Y 为 


直线 y=x( 如 图 5-1)， 亦 即 Y= (yC X|, a, ww aer} ， 则 对 


于 所 有 的 YEY， 显 然 有 - 
|x-yu=l|1-%9[|+[-1-9[=]1-"01+11+9] 
宇 |1 -nt+1i+nl=2 


图 5-1 在 外 ,六 下 Y 到 x 的 最 佳 逼近 分 布 情形 
于 是 ，x 到 ?的 距离 为 ôx, y)= inf jx-yj=2。 则 当 1m| 
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<lit 全体 点 y= (m, m EYR EYA REE. MAA 
PREE A AVA ERAN 

如 此 简单 的 空间 上 情形 就 极为 不 同 ， 因 此 ， 要 保证 最 佳 
逼近 的 唯一 性 ， 还 需要 附加 其 它 的 条 件 ， 其 中 的 一 个 重要 条 
件 就 是 严格 凸 性 。 

1.5 引 理 ”在 赋 范 空间 关中 ， 子 室 间 Y 了 CX 到 给 定 元 x 
的 最 佳 带 近 集 4 是 凸 集 。 

证 令 0=6(x, y), HUE A= 0, 则 结论 显然 成 立 。 如 
果 A 是 单 点 集 ， 结 论 亦 成 立 。 现 不 妨 设 A 至 少 有 两 个 点 ， 则 
对 于 任意 的 y，z CA， 由 定义 ， 必 有 

x-y'=ljx-z =ó 
下 证 ， 对 于 任意 的 cE[50，1]， 有 UV=ay+(t-o)zE4。 显 
#ku CY, Wit x- u >ó, BEE 

x~ ul= x— (ay + (1— az): = a(x— y)+(1- a(x- z)! 

<alx-yl+ (1-a)llx- z| =a6+ (1—-a)6= 6 

合 起 来 ， 推 得 lx 一 wil=6， 所 Cw€EA， 由 y，z 的 任意 性 ，A4 
是 凸 集 。 

因此 ， 如 果 对 于 固定 的 元 xEX， 了 于 空间 Y 有 不 止 一 个 最 
佳 逼 近 元 y， 那 么 这些 元 作成 一 个 梧 集 ， 且 都 有 距离 
lx— yl = ó, 

HER 


B (xs ó)=íul;,- a<) 


根据 引 理 1.5, 可 推 知 Y( 其 实 应 有 A 请 与 闭 球 至 少 有 一 个 


ZA3k292W, 3EBW EB (x; 6) 的 边界 球面 S(x， © 上。 对 于 
每 一 个 EW, 都 有 lu~ xl|=0。 更 进一步 说 ,对 每 一 个 EW， 


s. 224 ° 


必 对 应 着 元 E=u&- x/6， 且 gl = 1。 于 是 ， 唯 一 性 的 要 求 应 
该 是 由 4 = ay + (1~ 4)z 决 定 的 每 一 个 最 佳吉 近 ， 都 对 应 着 音 


位 球面 {Xx|1.1. 1:} 上 唯一 的 元 8。 这 就 对 范 数 上 ,提出 更 高 


的 要 求 ， 为 了 得 到 最 佳 逼 近 的 唯一 性 ， 必 须 排除 单位 球面 上 
可 以 包含 直线 段 那样 的 范 数 。 


这 就 是 说 ， 令 S = {xfj} an F yES, ZES, H 


yz, 则 llay + (1-a)zl<alyl + (-2a)1z]| = 1(0<e=<1), 
现在 则 进一步 要 求 ， 当 y< 拓 z Hr,lay-+(1-ae)z1<1,( 0<a< 
1) 则 w=Qy+ (1 一 Q)z FSi， 所 以 ， 欲 要 求 LES1, 只 有 y= 
即 可 保证 最 佳 通 近 唯一 。 这 就 是 严格 凸 的 直观 意义 。 

1.6 定义 范 数 称 为 是 严格 凸 范 数 ， 如 果 对 于 任意 范 
数 为 1 的 元 xz，?， 都 有 

lx+yl<2 (xsy) (3) 
具有 严格 凸 范 数 的 赋 范 空间 称 为 严格 凸 赋 范 空间 。 

由 范 数 的 三 角 不 等 式 |x! = ly|= 18, x+y] 
lx+ y=2， 严 格 点 范 数 是 把 范 数 的 公理 (CN4)， 换 成 严格 
的 不 等 式 |x+y 上 < 过 2。 这 里 Akilli B x< 拓 >。 等 
SRRY, 

1.7 定理 ”在 严格 凸 赋 范 空间 环 中 ， 对 于 给 定 的 x € X 
和 给 定 的 子 空 间 YCX， 至 多 有 一 个 最 佳 逼近 。 

从 前 面 的 分 析 ， 此 唯一 性 定理 显然 成 立 。 

1.8 引 理 

(1) Hilbert 空 间 H 是 严格 晤 的。 

(H) 空间 CLa， 臣 不 是 严格 凸 的 。 

证 (I) 对 于 任意 x,，y EH H xy, Úxl|=uyl= 1, 
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i&lx-yl=a, Wə|a>0, 由 平行 四 边 形 公 式 ， 
lx+yl°= — lx~ yl dla + ala 
= -@ +2(1+1)<4 
Alet y<. 
(H) Wx ()=1, x,G(t)= (t—a)/(b-a), tECa,b), 
EA, Xs x,CCra, b), HEH xi 去 XxX,， 易 证 [Xi l= 1, 
但 是 


b+t-2a| _ 


— ma 
Ix + |= max | =2 


由 定义 1.6， 得 证 。 
1.9 ”定理 “ 设 H 是 Hilbert 空 间 ，xEH 是 给 定 元 ,YCH 
是 任意 闭 子 空间 ， 则 必 有 唯一 的 从 Y 到 x 的 最 佳 逼近 。 
此 定理 由 第 四 章 定 理 2.6 和 本 章 引 理 1.8 及 E 理 1.7 直 接 
得 出 。 
3 g 
1. 如 果 Y 是 赋 范 空间 XX 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 欲 讨论 Y 到 元 xeX 
的 带 近 问题 ,自然 会 选择 一 组 基 {tee，…，e 小 CY， 并 用 线性 组 合 
兄 ei 来 通 近 x。 证 明 下 式 确定 的 函数 
4= 了 
fæ) 一 | x— Doe a=(a,, =, Qn) 
i=l 
连续 地 依赖 于 x。 
2。 WER: LARK EDMAR. RERE AR, MRE: 
R" 一 RR， 且 定义 域 D(&) 是 凸 集 ， 对 于 每 一 对 元 4，UEcD(8)， 
gCu(CL 一 人 )U5<AgC4) + (1 — K)8C0) 


其 中 0 过 X<1. ) 
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3。 B: 有 序 实数 对 作成 的 线性 空间 XX 上 ， 对 于 x 二 (51，&2)， 
其 范 数 定义 成 
1xj 一 max(| 8 ，|5:|) 
则 X 不 是 严格 西 的 ， 作 出 单位 球面 的 图 形 . 
4。 证 明 空 间 忆 (之 ) 是 严格 加 的 ， 而 空间 不 是 严格 号 的 。 
5。 证 明 ， 如 果 赋 范 空间 X 是 严格 凸 的 ， 则 
Ix+yli=ixi+iy] (x0, y#0) 
蕴含 着 x=Cy， 其 中 C 是 正 实数 ， 
6。 证 明 题 5 的 条 件 亦 是 充分 的 , 亦 即 , 若 条 件 对 于 X 中 所 有 的 x 关 
0，? 天 0 成 立 ， 则 和 是 严格 凸 的 ， 


S2 一致 逼近 


为 了 各 种 不 同 的 需要 ， 选 择 不 同类 型 的 范 数 ， 因 而 得 到 
不 同类 型 的 逼近 ， 这 就 是 我 们 实际 作 的 事情 。 最 常用 的 有 
CGI) 一 致 通 近 ”使 用 空间 CLa，b)] 中 的 一 致 范 数 


Ixl = max, |x) | 


CI) 最 小 二 乘 通 近 KAZRLC, RREA 
l= <x, x= (fi ea 


本 节 讨 论 一 致 逼近 ( 亦 即 人 们 称 A HebuuesiiE 89) 问 
题 。 考 虑 空间 X = CL49，b] 和 n 维 子 空间 YCCCa，b2。 这 里 ， 
我 们 讨论 的 是 实 连 续 函 数 。 对 于 任意 给 定 的 函数 xC X, EE 
1.2 保 证 了 Y 到 x 最 佳 允 近 的 存在 。 但 是 , 由 于 空间 C(a, bF 
是 严格 凸 的 ， 其 唯一 性 问题 必须 作 专门 的 研究 。 为 此 ， 首 先 
引入 一 个 重要 的 概念 。 

2.1 定义 ”空间 CCa,b) 中 的 元 x 的 极 什 点 是 to CCa bI, 
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使 得 
jx(t,) | = ||! (1) 
显然 ， 在 x 的 极 值 点 如 处 ， 有 x(t,)= 一 lxt, 或 x(t0)= 


1xll， 由 一 致 范 数 的 定义 ，lxl = max ， 使 用 微 积 分 


中 的 语言 ， 极 值 点 是 x(t) 的 极 大 点 。 

下 面 ， 转 到 害 间 C[a,b 中 一 致 豆 近 唯一 性 的 问题 ， 重 要 
的 条 件 首先 为 A。Haar 于 1918 年 得 到 ， 故 因此 而 命名 。 | 

2.2 定义 (Haar 条 件 ) ZZN CCa，b] 中 的 有 限 维 子 
空间 Y 称 为 是 满足 Haar 条 件 的 ， 如 果 每 一 个 CY, y=0, # 
[oa，b 中 至 多 有 一 1 个 零点 ， 其 中 心 = dimy。 

例如 ，C[a， 忠 的 4 维 子 空间 Y 由 多 项 式 y = 0， 和 一 切 次 
数 不 超 过 n - 1 的 实 系数 多 项 式 构成 ， 则 Y 满 足 Haar 条 件 ， 这 
其 实 是 最 标准 的 情形 。 

在 Haar 条 件 的 使 用 中 ， 还 需要 下 面 的 等 价 命题 。 

2.3” 引 理 对 于 每 一 组 基 {y,，…，y,}CY， 以 及 区 间 
Ca， 尼 中 任意 几 个 不 同 点 组 tf，…，t,，Haar 条 件 等 价 于 


x(t) 


{ yti) y(t,) ... y,(t,) | 
y,(t,) y,(t,) ... y,(t,) | `= 0 (2) 


Yh) Yalta) = yt) | 
证 显然 ， 每 一 个 y(t) €Y,， 都 可 天 成 y= > aY 其 中 


a,(k = 1, 2, `" 1) 是 实数 。 子 空间 Y 满 足 Haar 条 件 ， 由 定 

义 2.2， 任 意 yEY 都 至 多 ! ~ 1 个 零点 ， 这 等 价 于 对 n 个 或 n 个 

ERZ, Erga b's 如 果 使 得 y(t 一 Ok =1,2, y 
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则 只 有 3 (四 三 90。 于 是 
yt)= Y'a,y,(t,)=0 (i=1, 2, re n) (3) 
k=1 


亦 即 
Gy (t) +Y E) + +G y,Ct,)= 0 
QV Cta) +a,y,(t,) + +G y ,Ct,) = 0 


(qe qeeqaesoe 


(4) 


ayy (t,) HAYE) ++ +a y,(t,)= 0 


但 是 ，{21，》，…，?} 线 性 无 关 ， 由 (3 ) 式 ， 推 得 wm =w 
=…=w=0， 因 此 ， 章 次 线性 方程 组 ( 4 RAFA 的 充 要 
条 件 是 (4 ) 的 系数 行列 式 不 为 零 ， 即 


Y(t) Y(t) 机 y, (t,) 
y,(t,) y,(t,) ... y,(t,) == 0 
y,(t,) y,(t,) + y,(t,) 


所 以 ， 其 转 置 行列 式 ( 2 ) 亦 不 为 零 。 

2.4 引 理 ”假设 实 空间 CLa，b) 的 子 空间 了 满足 Haar 条 
件 ， 洪 对 于 已 知 xECCa， 忠 和 yy EY， 函数 XxX-y 有 少 于 n+ 1 
个 极 值 点 ， 则 3 不 是 Y 到 x 的 最 佳 逼近 。 这 里 ，n = dimY。 

证 ”由 假设 ， 函 数 v=x-y 有 m 志 n 个 极 值 点 {1，…， tm。 
如 果 贡 <n， 可 以 从 Ca， 中 区 间 中 再 选 出 一 些 点 补充 进来 ,使 
得 有 ?个 不 同 的 MA É Í tes bro #J Hx E 5 AY rh ⁄J— B 
基 {?y,，…，?,j， 可 以 作出 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 


Y TBy,(t,) = u(t,) (i=1, 2, =, n) (5) 


h> 1 
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其 中 (Kk=1，2，…，h) 是 未 知 数 。 因 为 Y 满 足 Haar 条 件 ， 
由 引 理 2.3 和 线性 代数 知识 ， 方 程 组 (5 ) 有 唯一 一 组 解 Bi， 
ws Bo MAZAR, X 

Yo = BY, + +BY, 


和 y =y+ey, 


下 面 ， 对 于 充分 小 的 e 之 0， 我 们 来 证 明 ， 函 数 T =x~ yB 
足 条 件 


131<lal (6) 


亦 即 lx - y1 <llx- 23， 所 以 ，? 当然 不 可 能 是 Y 到 x 的 最 佳 
BW. 

为 此 ， 必 须 估计 值 | |。 令 N 是 包含 v 的 极 值 点 二 ，…， 
如 在 内 的 集 。K = [ao，b]/N。 于 是 ,因为 u=x-y 失 0 所 以 ， 
对 于 tiEN， 有 ju(t)1= ul>0。 由 u 的 连续 性 ， 对 于 每 一 
个 t;， 必 存在 邻 域 Ni,， 使 得 在 N = NU… UN 中， 有 


u= inf |v(t)|> 0, inf |y) >o (7) 
t€ N IEN 、 


容易 看 出 ,( 7 ) 式 的 定义 是 合理 的 。 由 于 yo(6) = u(t,) a= 
0， 所 以 ， 对 于 所 有 的 EN， 由 ( 7 ) 式 ， 总 有 [yu( 轨 /utD)]> 
o FË 


Y (É) = V(t) _ Vl if) _ 1 
u(t) v(t) |u(t)| ju 2 


£ M= sup |30) |s ware 4 ERE <M 和 全 


I&tC€N, 43] 
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EY t) _ el?o(Ct | 
u(t) Juct) | 


eM 
<—<1 
z < 


又 由 于 =x- Y =x-y-ey=u-esy， 利 用 上 述 不 等 式 ， 
对 所 有 的 tEN 和 0<e 之 (4/M,)， 推 得 


| (D| = |U) -ey lt) = |u(t) | ( q _ es 人 ) 


u(t) 
<li ( 1 -4 ) <l (8) 
MEREIRK= (a, DINN, EX 
M,= sup job K,= sup KOJ 


因为 v 的 所 有 极 值 点 都 包含 在 YN 中 ， 因 此 ， 总 有 M:<|v|， 故 
可 写 

v=M,+n (其 中 人 >0) 
选择 正 数 E<<n/M,， 所 以 EM, 之 1， 因 此 ， 对 于 全 体 tEK， 


LT |< |u(t) | + e||y,(t) | <M; + eM <M; +n<Ilul 
注意 到 | (1) | 不 会 超过 一 个 与 1EK 无 关 的 上 界 ， 并 且 严 格 
小 于 ll。 总 之 ， 令 <minfa/M，m/AM} ,因为 uv 在 闭 区 
间 Ca， 的 上 连续 , 但 对 每 一 个 EC， 的, 都 有 | (| <l vll, 


所 以 max | Ç) | <Ma] E e | <t 


2.5 Haar 瞧 一 性 定 卓 ” 设 Y 是 实 空间 Ce， 2 中 的 有 限 
维 子 空间 ， 则 Y 到 每 一 个 ,xECKa，b] 最 佳 还 近 唯 一 一 的 充 要 条 
件 是 了 满足 Haar 条 件 。 
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证 充分 性 。 候 设 Y 满 足 Haar 条 件 ， 但 是 ， 对 于 给 定 的 
>xECfa，b]， 有 yiEY，2cEY 都 是 Y 到 x 的 最 佳 再 近 ， 并 且 
今 . 

Ui=X-Y, U, ,=X=- V, 

WA lul =u] = ó= (x, Y), h55, AEA (y, + 
y2:)/2 亦 是 Y 到 x 的 最 佳 逼近 。 由 引 理 3.4， 函数 I 


EE G +y) = +C +u (9) 


# mn + 1 个 极 值 St uo tao EAA. WE 
lut) j| =l = 0, FE, # 

2v(t,) = u,(t,) + V(t,) = 20(s& — 20) (10) 
但 由 前 证 ,|u (t) Slul = omua] <llu,|| = ó,"#& 0010) 
式 成 立 ， 说 明 v1(t;)，vs(t;) 必 有 相同 符号 ， 且 有 最 大 绝对 
EAE, v(t) = V(t,)=0( 或 -6,) 其 中 i=1,2,…,hn+1。 
RAEI I= Y- EC, bh Hnt AEA, MAY,- 
y,=0, BDy,= Xx, 

必要 性 。 假 设 Y 不 满足 Haar 条 件 ， 下 面 证 明 ， 对 于 任意 
给 定 的 xEC[c，b]， 最 佳 通 近 不 唯一 。 | 

由 上 假设 与 引 理 2.3 的 证 明知 ， 对 于 Y 中 的 一 组 基 和 Ca, 
四 中 n 个 不 同 的 值 H，…， 刀 ， 必 有 行列 式 ( 2 ) 等 于 零 ， 所 以 
齐 次 线性 方程 组 : 

gy (ti) + Ot) + +G, (t) =0 k= 1.2, n) 


有 非 零 解 0.， 0:，……0. 因 此 ， 对 于 和 任意 的 y= > ay CY, 


ot)= a, | Z oyt) | = 0 (11) 
1 =1 1=1 R=1 


因而 其 转 置 方程 组 
B,y,(t,) + B,y,(t,) + "° +B,y,(t,) = 0 (i=1,2," n) 


也 有 非 零 解 6 ，…，,B,， 利 用 这 一 组 解 ， 定 义 = Y BYN 


y. 0, Ht, t, Ey ig B BA E IB]4y || <1, X z 
Cra, b), izi = 1， 
一 1， 如果 c,<0; 
z(t,) = sgno, -í 1, HlSo,>0, 
定义 xEC[a，Db 为 
x(t) =z(#)X1- JAYE) |) 
因为 yo(t) = 0， 则 xC) =z(t,) =sgno,, 3EH #l=xl = 1, m 
在 来 证 明 Y 到 该 函数 x 有 无 穷 多 个 最 佳 逗 近 。 
AAO siil = 131 |Ay, (t) |<llay,||=<1, W +T Pr # 
e€r-1, D, #3 
|X CE) — EAV, (t) |< |=(t) | + | EAV CE] 
= |z(t)] (1— [AY Ct] ) + |eAy.Ct)! 
<1 -~ [åy] + ley, Ct) 
=1- (1- || y|4y,Gt] <1 
如果 对 王 一 切 yEY， 成 立 着 
ix ~ yl|>1 (12) 
则 当 - 1<e<1 时 ， 每 个 ey 都 是 Y 到 x 的 最 佳 逼近 。 下 证 对 


于 任意 的 y= La, (12) 式 成 立 。 假 设 存在 着 了 EY， 有 
k=1 ñ 


lx- 中 <1， 则 条 件 
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x(t,) =sgno, = +1 


lx G) = (t) | lx- 
YFA, -FAAA 


sgny(t,) = sgn x(t,) = sgno, 


这 与 《11) 式 矛 大。 因为 (11) 式 中 ， 取 ?= 9》, 对 子 某 些 t， 
o%0, TE 


Io G) = Z o,sgno, = Y? |o,| +0. 


FA, (12) REX. 

2.6 ÈE 在 实 空间 Cro， 妇 中 , 子 空间 Y, 到 任 一 元 xE 
CCa, DORER EEEE H, H 中 Y, 册 y= 0 以 及 次 
数 不 超 过 定 自然 数 4 的 多 项 式 组 成 。 

此 定理 是 前 面 一 系列 讨论 的 直接 结果 。 

在 这 个 定理 中 ， 我 们 对 于 各 个 t， 特 别 当 hn->co 时 会 出 现 
怎样 的 结果 是 非常 关注 的 。 设 6, = lx -Po 其 hP, EY, 是 
到 已 知 元 x 的 最 佳 副 近 ， 因 为 YCCYlC.…， 有 单调 序列 

6,=>0,26,> .. 
则 由 Weierstrass 定 理 推 得 limo6, = 0, 
J B 

1. jx i(t)=1, x,(t2 =, W BY =Spahníx,, x}, W é Haar 
条 件 ， 其 中 7 视 为 : CI) Co, DFZ, (I) CC—1, 169 F 
空间 。 在 这 两 种 情况 下 ， 研 究 到 元 x= 如 的 逼近 。 

2。 证 明 , Y=span{y1，…，ya}CCCa,， 喉 满足 Haar 条 件 当 且 
仅 当 对 于 由 妃 个 不 同 点 作成 的 每 一 数 Ah, e, t)SCSCo, b), nA 
EvS), s, Vti) 作成 一 个 线性 无 关 集 ， 其 中 i=1，2， 


-, n, 
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2. 设 YCCra, 总 满足 Haar 条 件 ，xeCCa,， b), #üBbyeY 使 得 
x 一 在 区 间 Ca, 站 中 十 1 个 相 邻 点 处 , 取 正 负 交 杰 的 值 , 这 里 n= 二 dimy， 
证 明 ，Y 到 x 的 最 佳 遐 近 的 距离 6 至 少 要 等 于 x 一 y 在 这 ni 十 1 个 点 处 的 值 
的 绝对 值 的 最 小 值 〈 这 是 De la vallae 定 理 ) 。 

4。 #ECCO, 1D, Rx G) =e, x, (t) =sin™, Y. = span{y;, 
7h Jerhy, (D =1, y,(t) 二 t， 求 出 了 到 x1(t) 和 X(t) BREEKT. 
并 与 Taylor 公 式 作 比 较 ， 

5. 在 上 题 中 ,假设 给 出 的 定义 在 区 闻 C[a，b) 上 AR Ax), K 
二 阶 导数 在 Ca，b] 上 不 变 号 。 证 明 ; 此 时 , 最 佳 逼 近 线 性 画 数 ?为 
y(t) 二 Qi 十 Wt， 其 中 


TEE OEO 


—a,2 te, a= x(b)—x(a) 


b—a 


并 且 c 是 方程 x’ (tt) —y” (t) =0 的 解 。 


83 ”de6mmes 多 项 式 


前 面 一 节 主要 从 事 于 最 佳 于 近 唯一 性 的 理论 研究 。 现 
在 ,我 们 期 望 找 出 最 佳 到 近 的 精确 表达 式 。 一 个 重要 的 工具 ， 
就 是 以 俄国 著名 数学 家 的 名 字 命 名 的 Je6mmes 多 项 式 。 

3.1 定义 设 xECCa, b),y€Y, 其 中 Y 是 实 空间 CCa， 
四 的 子 空间 ， 在 Ca，b) 中 ， 点 集 {ts =o t) 合 于 条 e< 
t, <+. <t, Hx — yt £ 30 38, 如 果 在 二 的 相 邻 点 F, x(t;) 
一 y(t,) 交 状 取 值 上 x 一 和 一 1x — yll, 

由 定义 2,1 知 道 这 + 1 个 点 都 是 x -~ ?的 极 值 点 不 过 ， 
在 这 些 点 处 ，x -2 的 值 是 正 负 相 间 的 。 

下 面 的 引 理 给 出 了 交错 点 集 重 要 性 的 一 个 说 明 ， 它 指出 
元 x 一》 的 充分 大 的 交错 集 的 存在 性 葡 含 7 是 Y 关 于 元 x 的 最 佳 
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Wi. EZ, RAET 必 豆 的 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参 
HE. W. Cheney E i GS rie Sa (1966). 

3.2 引 理 ” 设 Y 是 实 空间 CCa， 的 的 子 空间 ， 满 足 Haar 
条 件 ， 给 定 xECfa，b 的 ， 令 yEY 是 使 得 x-y 存 在 着 由 n+l 
点 组 成 的 交错 点 集 ， 这 里 ，n = dimY， 则 >》 是 Y 到 x 的 唯 一 的 
REE. 

证 ”由 定理 1.2 和 定理 2.5， 存 在 着 唯 一 的 Y 到 x 的 最 
EER. WIRA, MU Sy CY, (í 

6=|x- y< lx -= yi 
ETERA 5 着 在 这 n+ 1 个 极 值 点 处 ， 函 数 ， 
-y= (x—y) - (x-y) | 

Ex 5 具有 相同 的 符号 .这 是 由 为 在 每 一 个 报信 点 外 ,x 
+lx-y!, mx -2 其 绝对 值 绝 不 会 超过 lx -Yall A 此 严格 : 
AF! -yle ZHAN 一 在 这 hn + 1I 个 点 处 其 值 正 负 交 错 。 由 
MEER, yv- ?在 区 闻 [a， 扫 内 至 少 有 于 个 零点 ， AN 
可 能 的 ， 因 为 了 满足 Haar 条 件 目 7,-yEY， 于 是 只 有 % 


0 y= . 
一 个 重要 的 经 典 问题 和 下 理 3, 2 wmgumasnun 
x€ C(-— 1; 13, ， ou taa 
x(G = (EN 固定 )  _ RE (D 
HEY, Y = span(y, +y Yah AP o’ 
yti. (=0, 1  -1) =- (2). 


显然 ， 这 意味 着 寻 技 定义 在 区 间 [- 1, 1E, KA h Fnúy 
实 多 项 式 y 去 到 近 xXx， 这 样 的 多 项 式 总 可 以 写成 

Y(t) = 0 1t! +o st 2 十 十 GE 二 Go 
于 是 ， 


Z(t) = X(t) —y(t) = tt (att! 二 十 oo) ` 
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HA, R016238401By(0O, 4881208 J863b A. EAR zN 
= lx 一 yl 是 到 x 的 距离 ， 并 且 z 是 一 个 nn 次 首 一 (最 高 次 项 系 
数 为 1) 多 项 式 ， 于 是 ， 问 题 化 为 ， 从 首 一 n 次 多 项 式 中 ， 寻 
找 多 项 式 z, 使 得 在 区 间 [ 一 1，1) 上 与 零 的 极 大 偏差 最 小 。 
如 果 令 f 

f _ t=cos . (3) 
让 9 从 0 变 到 x， 则 t 在 区 间 [C -1，1) 上 变化 。 于 是 在 C0, x) 上 ， 
函数 os 有 nm + 1 个 极 值 点 ， 其 值 顺序 交错 取 士 1。 由 引 理 
3,.2， 我 们 希望 os 对 于 解决 上 述 问题 有 所 帮助， 为 此， 我 
们 号 出 cosnb 为 = cos6 的 多 项 式 。 实 际 上 ， 有 


cosn0 = 2*-1cos*0 + 》 pvcossg (n=1, 2, =) (4) 


. hk=0 
其 中 8 是 常数 。 

证 当 n= 1 时 ， (4) 式 成 立 〈 此 时 ， 取 ho。= 0 即 可 )。 
”假设 对 于 任意 的 结论 成 立 ， 我 们 来 证 明 n + 1 时 结论 成 
立 。 因 为 有 

cos(n + 1)0 = cosn0cos0 — sinn0sin0, 

cos(n — 1)0 = cosn0cos0 + sinn0sin0, 
上 两 式 相 加 ， 得 到 | 

cos(n + T)0 + cos(n — 1)0 = 2cosn0cos0 ` ` (5) 
因此 ， 由 归纳 法 假设 

-Cos(1 + 1)0 = 2cosn0cos0 — cos(n ~ 1)0- 

= 2cos0 (2"-1cosz8 十 y" B.,,,Cosk0) 


&=0 


n-2 
一 227*cos" 9- 3 8 incossg 


k=0 
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= 2"cos"t!0 + Y Buai, cost0 
k=0 


这 时 ， 我 们 称 函数 

T, (t) = cosn0, 0=arceost (n=0, 1, 2…) (6) 
为 第 一 类 n 次 He6mmes 多 项 式 *。 

在 〈4) 式 中 ， 第 一 项 的 系数 非 一 ， 而 是 2”"!。 下 面 介绍 
Ye6nmes 多 项 式 的 最 小 性 质 。 
83 定理 多 项 式 


F(t) = = LT, (t) = reos (narcoost) (n>1) 


(7) 
是 区 间 [ -~ 1, 由 上 的 全 体 n 次 首 一 多 项 式 rh, 在 [一 了 DE 
与 零 的 极 大 偏差 最 小 的 多 项 式 。 
注意 到 本 节 开 始 讨论 的 最 佳 一 致 罗 近 何 题 ， 这 个 嬉 论 也 
可 羽 表述 为 ， 取 函数 xEC[- 1, 1), x(t)=t*, Y =span(y,, 
ea mt， 其 中 yi 由 (2 ) 式 给 定 ， 定 义 ? 为 


y(D =x(D = FIT, (D (mə4) (8) 


显然 ，(8) #FhEBEXK3EmB, 关于 t 的 次 数 不 超 过 n - 1, 
合 于 要 求 。 
一 般 地 ， 如 果实 n 次 多 项 RX), CW N Kbt, R 
们 期 望 找到 7》， 使 得 在 区 间 [ ~- 1， 志 上 达到 对 x 的 最 佳 剖 近 。 
这 里 ， ?是 至 多 为 8 一 1 次 多 项 式 。 因为 有 x = 8,x s MERS., 3, 


GO BU, (t) (t)= I =sinn0, b=arccost (n= 1, 2, °` …) 称 为 第 二 
类 W 次 geGbtrmea 多 项 式 。 
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必 可 断言 
1 ~ ~、 _“ 
B, (x-y) =T, 
其 解 为 


y. (t) =% (t) -去 T,(t) (n>1) (9) 


显然 (9) RE (8) 式 更 一 般 些 。 
容易 算出 de6mmes 多 项 式 的 前 几 项 。 易 AMT) = cos0 
=1, T, (t) =cos0=t， 利 用 (5)、(6) 式 ， 推 得 
T, (ty + Toa- (t) = 2t T,(t) 


WA Taa) =2tT,(t) ~ T,- (t) (n=1, 2, =) 
所 以 

T.(t) = 1, T,(t) = t, 

T,(t) =2t2— 1, Ts(t) = 4t — t, 


T(t) = 8t*— 8t2+1, T,C(t) = 16t*— 2085 + 5t, 


...... 


[3 
n 1 (n-i-1)! a- 


(n= l. 2, pe) 
这 里 


怠 ， 和 如果 n 是 正 偶数 ， 


Gg 
2] 1m-1， 如 果 n 是 正 奇 数 。 
2 


\ 
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习 题 

1。 EPA = 如 一 刀 ，t € [一 !，1)， 求 出 最 佳 Biy, Hh, 
?是 二 次 多 项 式 。 最 大 偏差 是 多 少 ? 

2。 证 明 de6pumes 多 项 式 T, 的 所 有 零点 都 是 实 的 、 单 根 ， 并 县 全 
部 在 区 间 [ 一:， 册 中 ， 

3。 证 明 ，T, 与 T,-1 没 有 公共 的 零点 。 

4。 WR: 任意 次 数 为 n 之 1 的 实 多 项 式 xeC[a, b), 具有 首 项 
Bat", MUJ 


[lp GE” 


5, 证 明 ， 在 空间 DC 一 1， DH, RKO- 和 Tb 
是 正 交 的 ， 亦 即 


; -+4 
f? G- TDTaDat=o (mæn) 


并 证 明 当 n= 二 m=0 时 ， 此 积分 为 X; Yn=m=1, 2, e, ERS A 
T/2。 ` 
6。 证 明 : 了 ,是 下 面 微分 方程 
G1—t2)T* —tT, HT, 一 0 
的 解 。 


84 ” Hilbert 空间 中 的 逼近 


由 定理 1.9， 对 于 Hilbert 空 间 互 的 给 定 元 x， 和 闭 子 空间 
Y， 则 Y 到 x 的 最 佳 鼻 近 存 在 且 唯一 。 实 际 上 ， 由 第 四 章 定理 
2.9， 有 | 
H=Y@Z (Z=Y+) f (1) 
则 任意 x C H, 
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x=y+z (2) 
#hz=x-y Ly, BE, <x<-y, yxy=0, TH 3LY E SER Ef 
空间 ，dimY =n, YO HYRA, e AE, TÆ 

y=ay, +e + Oy (3) 
Hx-—y.LY, Mjjx-yly, G =1, 2, +, n), 


Qy, X=Y) = (y, X- J aY 
R=1 


= {Yis xy — QCyi, yY =a, Oy, y. 

=0 (i=1, 2, =, h) (4) 
(4) 式 是 一 个 关于 Q1，…, % 的 非 齐 次 线性 方程 组 。 因 为 
存在 且 唯 一 ， 根 据 Cramer 法 则 ， 其 系数 行列 式 不 为 零 ， 亦 即 
有 


Yis Yi) O Ya … 《yi Yn? 


G (Yis 3 Ya) = Yas Y Yas Y 入 Yos Ya? 


Qo P G, Yu, Da? 


. *0 (8) 
并 且 〈4) BRI 
— | 
G, 
a = =l, 2, e n), 其 中 Gi 是 用 | 7 ) 
L ` ; 
l, xy! 


去 换 (5) 式 中 第 i 列 所 得 的 行列 式 。 : 
4.1 定理 Hilbert 宏 闻 H 中 的 元 YY» ey ?nn 作成 线 


性 无 关 集 的 充 要 条 件 是 
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G (Yis " Ya) ¥0 

证 “前 面 的 讨论 证 明了 : 2, es AEK, MIT 
ARG (Yis s Ya) F00 | 

反之 ， 如 果 {?;，…，?yn} 线 性 相关 ， 则 其 中 必 有 一 个 向 
Ey, 可 用 其 它 向 量 线性 表示 ， 则 行列 式 G 的 第 pa 列 可 以 表 成 
其 它 列 的 线性 组 合 ， 于 是 G=0， 了 矛盾 。 

4.2 定理 如 果 (1) 式 中 ， 还 有 dimY<co， 且 {?:， 
…，2?n 是 了 中 的 一 组 基 ， 则 


G (X, Yrs Ia) (6) 


上 = 


其 中 


| sx) Gy yo | 


G (x, y s y,) = | CY1,X> (yy: Oy Yn> | 


| Oy. Xy Gy. N. y | 


证 由 前 面 的 讨论 ， AAY, z) = 0, 这 里 ?= x—y, 由 
(3) 式 ， 得 到 
lizl?= (z, zy + Qy, 2> = x, x-9} 


= “x, x) = (x, > ai 
hk=1 


于 是 ， 有 
-ijz +x, x =e, lx, Y) = aX, y,y= 0 (7) 
利用 方程 组 (A); | 
(y, X- lY y Ca Oo, y. =0 GEL, 
2, = m) 
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# (7) 式 与 (4) 式 合 起 来 ， 作 成 一 个 有 nm+1 个 方程 ， 

n+1 个 未 知 数 1, - 4,，…， ,的 齐 次 线性 方程 组 。 显 然 ， 

无 论 - 4， -0%，…，--&% 如 何 取 值 ,新 方程 组 都 有 非 零 解 ， 
于 是 ， 其 系数 行列 式 必 为 零 ， 亦 即 

Fx, xy |z]: G, D e CX, Va) 

0 = | 920 Vis Y1) … Vis Ya? (8) 


ly, x (y, y? ... Yn» y, > 


| xy X> Ky) = (X, Va) 
= (y, XY (Ob) LY Ya? 


loy., XY Cy, , y Xy, Ya? 


| izl <x, y, =: €x, Ya) 


+ 0 (Qy 2 e Pis Ya? 


0 Cy, Y,» 机 《7。， Ya? 
=G (x, Yis "5 Ya) ZG is s y,) 
但 是 ， 定理 4.1 指 出 C (y teg y,) a= 0, 所 以 
lial G Cy, `... y,) 
如 果 Y 中 的 基 {y,，…，>,} 还 是 正 交 规范 集 ， 则 有 G(y,， 
`... Ya) =1, Kea (x, Yis es Ya) 按 第 一 行 展开 ， 3£ H. 


注意 到 
(x, yo 《yi X= Kx yo (K=1, 2, +, n) 


W 
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* 


| <x, x) 《X,Y1> ... 《X,Y,> 
(y: x> 1 .. 0 


... 


G (X, Yi ` y,) = 
“y, X) 0 ... 1 


=|xl: ~ 2 |%, yel? 
i hk=1 
IS A (6) 式 ， 推 得 


Izis xl- Y] CX, y, | 
k= 1 
这 其 实 是 第 四 章 S 3 中 的 结果 。 


习 题 


1。 WH: KEY, e, WHN, PERKET IRG Y, 
“s Ya) 的 值 。 
2。 如 果 G (yr ` yXa)2e0, WEG (yr, s y0 k=l, 
t, e, R—1), HG (yis, YY =, ARER UERR. 
3. 利用 Gram 行列 式 表 示 Schwarz 不 等 式 . 并 利用 定理 4.1， 得 
出 不 等 式 取 等 号 的 条 件 。 
4。 证 明 G (yi, s Ya F0, - 据 此 证 明 ，Hilbert 空 间 中 的 有 限 
子 集 是 线性 无 关 的 ， 当 且 仅 当 这 些 元 作成 的 Gram 行列 式 取 正 值 。 
5。 设 A={y1，…，yr} 是 Hilbert 空 间 H 中 的 线性 无 关 集 ， 证 明 ， 
对 于 任意 子 集 {yh，-…，ym} 《其 中 h<m<n)， 有 
GO s Ya) G (s Ym) 
GOyka, Ya) GO mss "s Ya) 
并 证 明 


G (Yms 's Ya) <G 
Gynt1s “9 Ya) On) 


6。 证 明 ，Hilbert 空 间 互 中 的 线性 无 关子 R, X =° EHR 
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竺 ， 当 仅 当 对 且 于 任意 x eH, 


G (x, Xis "ty Xa) 


G Gs XJ) O (me) 


$5 FAEM 


所 谓 样 条 有 逼近 ， 简 言 之 ， 就 是 用 若干 个 分 段 多 项 式 去 种 
近 一 个 已 知 函数 。 如 果 给 定 区 间 [a， 扫 上 的 函数 x(b (例如 
连续 函数 ) ， 将 区 间 Ca，bj 作 一 个 分 划 P,: 
a=t,<t,<--.<t,=b Q) 
FÆ, Ca, DIR f n/" JN ÉQ BIC, tJ Gsl, 2, + 
1)， 在 每 一 个 小 区 间 上 ， 用 一 个 多 项 式 Pk 来 代替 GE DE) x, 
要 求 在 区 间 端 点 处 ， 有 
P,(t,) =x(t,) (i=0, 1, +“, n) 
当然 ， 对 于 这 nm 个 多 项 式 应 该 有 一 些 要 求 ， min, 它们 应 该 
是 二 阶 连 续 可 微 的 等 等 。 于 是 ， 我 们 作出 的 对 x 的 逼近 7y(b) 
就 由 n 个 特殊 的 多 项 式 合成 。 这 样 特殊 的 有 逼近 就 是 样 条 通 
Ho 
大 家 熟知 的 插值 法 ， 例 如 Lagrange 播 值 公式 * 是 在 全 区 
间 Ca,b) 上 用 一 个 n 次 多 项 式 L;(t) 去 近似 表示 给 定 函数 X(t)， 


(*) Lagrango AAR: 给 定 定义 在 区 间 5a, bI ERRO, 
则 对 于 由 (1) 式 决 定 的 分 法 P，， X = Xt) (k=0, 1, e, M), 有 


aoz GIO xi 
Pt: 
这 里 ， L, tt; )y=Xx(t;)= “X; (i= =0, 1, =, R), Et) 称 为 Lagrange 话 
值 多 项 式 。 
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使 得 在 分 点 t, 处 有 L,(t;) = x(t,), BA, Pid DS WHEA 方 
法 是 有 区 别 的 ， 前 者 有 更 大 的 灵活 性 ， 适 用 范围 更 广 ， 因 而 
是 实际 应 用 中 更 常用 的 一 种 逼近 方法 。 
具体 说 来 ， 给 区 间 Ca， 忠 一 个 分 法 P，,， 
aq = t,—<t,—<-:- <t, =b 
其 中 分 点 ;也 称 为 结 点 ， 如 果 函 数 y(t) 满 足 条 件 
(SD yet) =x) (i=0, 1, + n); 
(S2) EBAR Ct, a’ £ E, y( t ) 是 不 超过 三 次 
的 多 项 式 ; 
(S3) 在 区 间 [a，b) 上 ，y(f) 二 阶 可 导 3 
则 称 y(t) 是 分 法 P, 关 于 x(t) ECLa, 轨 的 一 个 三 次 样 条 通 近 。 
这 时 ， 把 对 应 于 分 法 P,， 全 体 三 次 样 条 作成 的 线性 空间 记 为 
YP). 
下 面 ， 着 重 讨 论 样 条 逼近 的 唯一 性 问题 。 
定理 ” 设 x(t) 是 定义 在 C4，bJ 上 的 实 值 洱 数 ，P. 是 [a， 
DEW (1) 的 任意 分 法 ，Ki 和 %/ 是 两 个 任 给 实数 ， 则 存在 
着 唯一 的 三 次 样 条 > EY(P,》 满 足下 述 条 件 | 
(I) y(t,)= x(t,) (i=0, L =, ñ) 
(H) y yE ky yA Ska (2) 
证 由 (82), EBA FRI, = Ct, tinla, b] G= 
0i e n-1) 上 ， 三 次 样 条 函数 ?化 为 一 个 三 次 多 项 式 
P;,， 并 合 于 条 件 : : 
P,G) = x(t,); 
P,(t,.,) = X(ti+1)s ' 
P' (t) = k's G=0, 1, ` | ñ—-1) (3) 
Pi (f, Y= ki, 
日 其 有 给 定常 数 K% 和 所 以 及 由 以 后 给 出 的 局，…，K-1。 记 
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tr = 1/(t. t R EJ = K£ ARA 
P,(t)=x(t,)r2(t-— t, )2(1-+2T,(£-— t) 
+ X(tir) Tt ot ) C1 — 2r,(ft— t) 
HKTI- t) ta)? 
+k; Tti- t) t- tis) 
直接 计算 ， 可 以 验证 Pi(t 在 子 区 间 [Ct,，t,+:J 上 满足 (3 ) 式 
中 所 有 4 组 条 件 。 求 两 次 导数 ， 得 到 

P' (t) = 一 6T2X(t) + 6TIX(ti 1) — 4vki-2rk;,, (A) 

P’, (tii) =6T2 X(t,)— 6v2x(t,.,) +2T,k; +4T 4, (5) 
由 〈$3)， 所 以 ， 在 结 点 大 处 ， 两 个 相 邻 多 项 式 二 阶 导 2k 相 
w, ， 

P'_1(t,)=P'(t,) (i=1, 2, +, n—1) 

# (5) 式 中 ， 用 i 1 代替 ?又 由 〈4)》 式 ， 推 得 形 如 

Ti tT tt TK +T = BCTI Ax, + TAX 
的 ?~-1 个 方程 作成 的 线性 方程 组 ,其 由 和 人 x,=X() ~ x (ti.1)， 
AXi = Xt) XE) =1 ，2，… n-1), ZREJE 
组 有 唯一 一 组 解 Kk1，…，Kk’-,。 这 是 因为 其 系数 行列 式 中 每 
一 个 元 都 是 非 负 的 。 并 且 每 一 行 中 ， 其 它 元 之 和 都 没有 主 对 
角 线 上 的 元 素 大 。 于 是 矩阵 正定 ， 其 行列 式 大 于 零 ， 所 以 ， 
非 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 一 组 解 。 . 

这 就 唯一 确定 了 在 结 点 处 ，y() 的 一 阶 导 数值 kf，…， 
k'-_,， 据 此 ，》 唯 一 确定 。 

三 次 样 条 通 近 ， 实 际 上 具备 一 种 极 小 性 质 。 进 一 步 假设 
定理 中 已 知 函 数 x(t》 在 区 交 [a， 忠 二 阶 连 续 可 导 ， 则 《3)》 
式 中 ， 取 

y’ (a) = x' (ay, y' (b) = x” (b) (0) 
则 当 t= a 或 1=b 时 ， 有 Xx’ ~ 为 零 ， 分 部 积分 之 ， 得 到 
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J ° 3” (t) EXO (t) — y# (t) Jdt 


= (x (t) =y” (t)3” (t) |- f y” (D (x (t) ~ 
y’ (t)3dt 


b 
=- j y” (J) (x (t) ~ y! (t3dt 


a 


b 
=y" (yt) -x)| = 0 


这 里 已 经 使 用 了 在 每 一 个 分 法 中 ，y”(i) 在 每 一 个 子 区 间 上 
均 是 常数 的 事实 。 于 是 . 


f Cx (t) — y# (t) 32dt 


= | | Cx” (t) )2dt _ 2| ° x” (t)y” (t) dt 
+ Í Cy” (t) dt 


= f arayat- | yrd 


所 以 ， 当 x(f) 在 区 间 [o， 的 二 阶 连 续 可 导 时 ,关于 区 [El (o, 
中 的 分 法 P,，?(D EY(P,)， 必 有 


|. cx" (t)3*dt2 j. Cyr (ty2dt `; ` CTP) 


R. CT) ARASH AEE E a t — ye 6 4 GB Sky .这 就 
说 明了 三 次 样 条 有 逼近 的 极 小 性 质 。 
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工程 中 ， 长 时 期 把 经 过 一 个 已 知 点 ， 具 有 适当 曲线 形状 
的 细 杆 叫做 样 条 ， 而 每 一 个 样 条 减少 的 拉力 能 量 近似 地 与 样 
条 的 二 阶 导 数 的 平方 成 比例 ， 这 就 是 〈7 ) 式 的 物理 意义 。 

至 于 高 阶 样 条 、 多 变 元 样 条 ， 收敛 性 问题 ， 应 用 及 其 它 
问题 ， 这 里 从 略 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 其 它 有 关 文献 。 


习 题 


1。 RYP) 是 线性 空间 。 它 的 维 数 是 多 少 ? 

2. 证明;: 对 于 形 如 (1) 式 的 分 法 P,， 存 在 着 叭 一 -的 十 1 个 样 
条 yo，…，Y,， 使 得 

Vik) = iks yi! (a)=y,! b)=0 
利用 这 组 结 果 ， 怎样 作出 Y(P,)》 的 一 组 基 ? 

3. 在 区 间 C 一 1!，1] 上， 给 定 X(t) = 对 于 分 法 P= = 0, 
1}, FEHim Kita Bm, 以 及 次 数 不 超 过 3 的 de6mmes 近 似 ， 比较 这 
两 个 结果 。 S 

4. X Fx, yeCt(a, b) GX E, Cca, b) 表示 在 区 Mca, b) 
土 具 有 连续 的 二 阶 导 数 的 全 体 函 数 作 成 的 空间 )， 定 义 


b 
x, x = f x”(t)y"(Ddt, P(x)= x, xy 


证 明 ，P 是 一 个 半 范 数 但 不 是 范 数 . 
Ë, 证 明 ， 对 于 任意 XxeC?Ca，bj， 其 样 条 函数 是 ?， 则 可 以 借用 
于 P 来 估计 误差 ; : 
- [xy h) 
这 企 估计 式 与 分 法 P; 的 选择 无 关 。 


第 六 章 “ 有 界线 性 算 子 谱 
理论 初步 


算 子 谱 理 论 是 现代 沪 函 分 析 及 其 应 用 的 一 个 重要 分 支 。 
粗略 地 说 ， 它 与 算 子 的 某 确定 的 逆 算 子 有 关 ， 而 它 的 一 般 性 
质 又 要 取决 于 所 给 算 子 本 身 。 逆 算 子 的 问题 所 以 重要 ， 是 因 
为 它 与 解 方程 (代数 方程 组 、 微 分 方程 、 积 分 方程 ) 的 问 
题 ， 例 如 Sturm、Liouville 边 值 问题 的 研究 以 及 积分 方程 中 
著名 的 Fredholm 理 论 等 密切 相关 ， 并 且 这 些 问 题 都 对 该 领域 
的 发 展 起 了 重要 作用 。 

另 一 方面 ， 谱 理论 对 于 理解 算 子 本 身 以 及 算 子 理论 亦 很 
重要 。 

谱 理论 是 一 个 内 容 丰 富 的 领域 ， 本 章 只 作 简 要 的 讨论 。 


81 基本 概念 


假设 X 二 {0} 是 复线 性 赋 范 空间 ，T， 多 (T) 一 >X 是 个 线 

性 算 子 ， 多 (T) CX， 则 相应 于 T 的 算 子 为 

T,=T- AI (1) 
其 中 4 是 复数 ，! 是 定义 在 多 (T) 上 的 恒 同 算 子 。 如 果 T4 有 逆 ， 
表示 成 Ri(T)， 于 是 

有 iT)=Ti = (T-Al (2) 
称 为 7 的 预 解 算 子 或 简称 7 的 预 解 式 。 如 果 不 会 发 生 混 淆 ， 
也 经 常用 Ri 代替 Ri(T)。 
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自然 ， 算 子 Ti 和 R4 的 许多 性 质 都 依赖 于 复数 1)， 而 谱 理 
论 总 与 这 些 性 质 相 联系 ,例如 ,我 们 希望 了 解 在 复 平面 上 使 得 
RR 存在 的 所 有 2 的 集合 ， 算 子 Ri 是 否 线性 有 界 ? 什么 样 的 4 使 
得 R, 的 定义 域 在 X 中 再 ?等 和 

由 第 三 章 定理 6.4 (有 》 知 ，R,(T) 是 线性 算 子 。 

1.1 定义 设 X+{0} 是 复 赋 范 空间 , 7。 多 (T) 一 >X 
是 线性 算 子 ， 多 (T) 二 X， 若 复数 4 使 得 

(RI) RD FE, 

RI) RODER, 

(RH) ”Ri(T) 定 义 在 X 中 的 称 集 上 ; 
则 称 4 是 T 的 正则 值 。T 的 正则 值 3 的 全 体 作成 的 集合 ， 叫 做 T 
的 预 解 集 ， 记 为 p(T), 它 关于 复 平面 C 的 补 集 50(T)=C-p(T) 
蔬 作 T 的 谱 集 。4Eo《T) 做 T 的 谱 值 (或 谱 点 )。 

谱 集 0《(T) 又 可 分 成 三 个 互 不 相同 的 集 ， 

点 说 或 离散 谱 ow(T) 是 使 得 RiCT) REER, ACE 
on(T) 称 为 了 的 特征 值 。 

连续 谱 w.(T) 是 使 得 Ri(T) 存在 并 且 满 足 (RW) 但 不 
满足 (RI), 即 使 得 Ri(T) 无 界 的 集 。 

HRR, T) 是 使 得 Ri(T) 存 在 (但 是 可 以 有 界 或 无 界 ) 
但 不 满足 (RH), BBR,CT) 的 定义 域 不 在 XX 中 称 的 集 。 

显然 ， 有 

o(T)=0,(T) Uo.(T) UI, (T) 

注意 ， 定 义 1,1 中 的 集合 可 以 是 空 集 。 由 线性 代数 知识 ， 
在 有 限 维 空间 X 中 ， 线 性 算 子 T，X->X， 则 有 0.(T) = 0,(T) 
=, PAREZA TREA TIO 谱 是 纯 点 庶 ， 都 是 T 的 特 
征 值 。 

我 们 把 定义 1.1 中 的 条 件 列表 如 下 ， 
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满 Æ f m K | ARF 


RI) RD RD : oT) 
: (RI) : api T) 
RI) (RE): RE) : oc(T) 


RI) I (RH) ` aT) 


——— c 


由 前 述 ， 预 解 式 Ri(T)? 若 存在 则 是 线性 的 。 然 而 Ri(T): 
(Ti 一 > 多 (Ti) 存在 当日 仅 当 Tix= 0 蕴含 x= 0。 因 此 ， 如 
杂 对 于 x 守 9， 有 Tsx= (C - ADx=0, 则 由 定义 1.1， 有 4E 
-oz(T)， 亦 即 1 是 7 的 特征 秆 。 向 量 x 闪 0 称 为 7 对 应 于 特征 值 
汐 转 征 向 建 ( 如 果 X 是 函数 空间 ， 又 称 x 为 ?的 相应 于 4 的 特 
省 函数 ) 。 由 零 和 线性 算 子 T 对 应 于 特征 值 1 的 全 部 特征 向 量 
作成 定义 域 多 (T) 的 线性 子 空间 ， 称 为 T 对 应 于 特征 值 4 的 特 
生子 空间 。 这 显然 与 有 限 维 空间 中 的 情形 是 一 致 的 。 

在 Hilbert 空 间 中 ， 若 T 是 有 界 自 伴 线性 算 子 , 则 0,(T》 = 
Š, 了 EO(T)= 0,(T) Uo.(T), 

如 果 X 是 无 限 维 赋 范 空间 ， 则 可 能 和 是 算 子 T 的 谱 值 但 
ETEM, 

1.2 例 在 Hilbert 空 间 互 = 32 中 ,定义 线性 算 FT P> 

LH 

(Ë, Ea) > (0, Š, Èa 0) (3) 
其 中 x= (8,) E12， 算 子 T 称 为 右 移 算 子 。 显 然 T 是 有 界 的 ， 
因为 


ITx|°= El ll 


算 子 R,(T) =T; THEE, XL, 它 是 左 移 算 子 ， 
+ 252 。 


(Ë, É, Q) — (&,, bee 
EER (T) 不 满足 RE), AA (3) 式 说 明 T(H) KER 
HA. ZREL, TH) 是 由 所 有 的 ?= (n €#, En = 0 组 
成 的 子 空间 。 因 此 ， 由 定义 1.1，%= 0 是 T 的 谱 值 ,然而 ，4= 
0 不 是 特征 值 ， 因 为 从 Tx = 0 蕴含 x*= 0。 

从 第 三 章 中 的 有 界 赣 定理 11.7 知 ， 刀 SEX Banach 
间 ,T，X-*X 的 有 界线 性 算 子 , 若 对 于 复数 4， 预 解 算 子 Re(T) 
存在 且 在 全 空间 上 有 定义 ， 则 对 应 于 4。Ri(T) 有 界 。 

1.3 38 设 X 是 复 Banach 空 间 ，T，X 一 X 是 线性 算 
子 ， 月 1+€Ep(T)， 如 果 【( 工 )T 是 闭 算 子 ; R (DTA 界 。 则 
R(T) 定义 在 全 空间 X 上 且 是 有 界 的 。 

l 5 题 

1。 设 X 是 赋 范 空间 ， 则 恒 同 算 子 {的 特 征 值 与 相应 的 特征 空 所 
是 什 么 ?并 求 出 o(7) MRA). 

2. (不 变 子 空间 )》 赋 范 空间 XX 的 子 空间 Y 称 为 关于 线性 算 子 T : 
义 一 XX 是 不 变 的 ， 如 果 T(Y)cY。 WH: T 的 特征 空间 是 关于 T 的 不 允 
子 空间 ， 并 举例 说 明之 。 

3。 如 果 T 是 有 界线 性 算 子 ,Ti 是 TT 的 一 个 线性 延 拓 ,证 明 : cy (T) 
co T), HERTE 意 heo0,(T),T 的 特征 空间 含 于 Ti 的 特征 空间 
中 。 

4。 WA: Æ LEPTE), ge(T) co, (T1) UT), 
因而 p(TD Cp(T) UT). f 


$2 ”有 界线 性 算 子 的 谱 性 质 


谱 的 性 质 依赖 于 所 考虑 的 算 子 所 定义 的 空间 类 型 以 及 算 
子 的 类 型 ， 这 从 前 节 的 讨论 中 可 以 看 出 。 这 就 使 信 们 想到 ， 
把 具有 相同 谱 性 质 的 一 大 类 算 子 分 开 来 单独 进行 讨论 。 本 站 
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主要 研究 定义 在 复 Banach 空 间 及 中 的 有 界线 性 ATTORE 
质 。 

2.1 定理 设 TEB(X，X)7， 这 里 于是 Banaeh 空 间 ， 
WRIT, M (1-T》-! 存 在 、 是 定义 在 全 空 间 X 上 的 存 
界线 性 算 子 。 并 量 


(I-T)? -= *yITi=I+T+T2+--- (1) 


t= 0 


证 让 第 三 章 $7 (7) R # ITIITI STIKI 
时 ， 儿 何 级 数 完 肛 ' 收 敏 ， 干 是， 级 数 《1》 在 条 件 上 | 之 


I 下 绝对 收 和 分 ， 由 于 X 完 备 ， 由 第 三 章 定理 10.2,B(X,，X) 
NZA, M, ARAA Sk. MSRK Q) 中 级 数 的 
和 ， 我 们 来 证 明 S= 《E-T):。 为 此 ， 有 
(I—-T)GI+T +T2 +- +T") 
= ATAT TT) 


=1 T" (29) 
当 W-> co 时 。 PATH), 于 是 ， 推 得 
(I-TYS=SG(-T) =, ` (3) 


因此 有 5S= G(-T) -Ê | 

2.2 定理 复 Banach 空 间 X 中 的 有 界线 性 算 子 了 的 预 解 
集 p (T) EFR, Alt, WROT) RMR. | 

证 ”如 果 p(T) = @, WEEE (实际 上 ， 从 定理 2.4 知 
p(T) sQ) 。 不 妨 设 pCT) 二 加 对 于 固定 的 hEpLT) 和 
¿€ C, # l 

T-A4I=T-I-— (A AI 
= (T~) -— (A-ho) (T — åd) 13 
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可 改写 成 

T,=T, V, #V =I— (4 一 和) 及 1， (4) 
因为 4 Ep(T) 且 T 有 界 ， 由 引 理 1.3 (1), #2JR;, = T;) G 
B (X，X) 。 同 时 ， 定 理 2.1 说 明 Y 有 逆 


Vs= POCA- AR IJi= 2 (MH) RY, (5) 
1 =0 i=0 


在 B (X, X) th, 对 于 使 得 上 (4 一 可)R;, 之 1 的 所 有 4 成 sr, i 
亦 即 


là- al< TRT c6) 


由 于 Tii = R, CB (X, X), 据 此 和 (4) 式 对 于 满足 
(6) 式 的 每 一 个 4， 算 子 Ti 有 逆 
Ri=Ti' = (Ta V) =V R, (7) 

所 以 ， 由 (6) 式 所 决定 的 加 的 邻 域内 的 4 全 部 是 算 子 T 的 正 
则 值 。 又 由 jeEp(T) 的 任意 性 ，p(T) 是 开 集 。 因 此 ， 其 
补 集 0(T) =C-p(T) 是 闭 集 。 

在 定理 证 明 中 ， 我 们 把 预 解 式 表 示 成 的 塞 级 数 ， 从. 
(5)、(6)、(7) 式 ， 直 接 推出 下 述 定理 。 

2.3 定理 对 于 定理 2.2? 中 的 X 和 T， 以 及 任意 je 
P(T), TERRO) 有 表示 


R,= 1 4) Ri (8) 
级 数 对 复 平面 C 中 给 定 的 开 回答 
I 1 
|4- t l< TRT 
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“中 所 有 的 ?和 尼 绝 对 收敛 ， 而 此 图 盘 是 p(T)? 的 子 集 。 

这 个 表示 定理 ， 也 可 以 通过 复 分 析 得 出 。 定 理 2.1 的 另 
一 个 应 用 是 可 以 借助 于 它 来 证 明 这 样 一 个 重要 结论 ， 对 于 有 
界线 性 算 子 而 言 ， 谱 是 复 平面 中 的 一 个 有 界 集 。 

2.4 定理 复 Banach 空 间 X 中 的 有 界线 性 算 FT, X— 
XWW T ERO, HATAR 

[A I<ITi (9) 

中 ， 因 此 ，T 的 预 解 集 p(T) 非 空 。 

证 设 1 二 0，h=1/4， 由 定理 2,1， 有 表示 


Ri= (T-A) = -天 z (l- 1T)-! 


=- +> (Ty; = iE cry a0) 


这 里 ， 由 定理 2.2， 级 数 对 于 满足 条 件 


[<i WASITI 


ITI = 
Haki XH 定 理 2.2 知 ， 这 样 的 XE p(T)， 即 都 是 T 
”的 正则 值 ， 因 此 ， 谱 集 a(T) =C- pe(T) 必 全 在 圆 盘 (9) 中 ， 
于 是 ,0(T) 有 界 。 但 定理 2,2 指 出 0(T) 闭 ， 故 0(T) 是 C 中 的 
有 界 闭 集 ，c(T) 是 紧 集 。 

定理 2.4 指 出 ， 复 Banach 空 间 中 X 的 有 界线 性 算 子 的 谱 ， 
必 含 于 以 原点 为 中 心 的 一 个 圆 盘 中 ; A, BAT) 的 最 
小 贺 盘 是 什么 ? 

2.5 定义 设 TEB(X，X)， 其 中 X 是 复 Banach 空 间 ， 
则 以 复 平面 C 的 原点 为 中 心 的 ， 包 含 c(T) 的 最 小 闭 N A 
半径 ， 称 为 算 子 7 的 谱 半 径 ， 记 为 rr(T)， 于 是 ro(T) = 
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sup | 14 |, 


Acea(T) 
由 定理 2.4 和 定义 2.5， 沙 X 是 复 Banach 空 间 ,TEB(CX， 
X), Hi 
re(T) ENT 
事实 上 ， 我 们 还 有 很 重要 的 结果 ， 见 下 述 定理 。 
2.6 定理 如 果 X 夺 {0} 是 复 Banach 空 间 ，TEB (X, 
X), J] 
s (I) oT) 6s 
(H) rT) = limy fT 


定理 中 的 结论 (I) myk A = greban, H. M 
1941 年 首先 得 到 。 
习 = 


1. W&X=Cr10, 1, T, X—>X, Tx=vx, rh veX 固定 ， 求 
o (T). f 

2. 作 一 个 线性 算 子 T，C[0，1) 一 ->CLt0，1)， 使 得 它 的 谱 是 给 
EKEKA, bI . 

3, BT, Ll, EX IÑy=Tx, x= È), y= MD, n= 
aibi, uh (e) ÆC, DHA, RDR, 

4. Lah, RURA CT) 0T), WH: RT) ER. 

5. 设 Te B(X，X)， 这 里 X 是 复 Banach 空 H, 证 明 ， 当 4- 一 > 
co 时 ，||Ri(T)|| 一 >0，。 

6, 设 关 =C[0，X]，T，D(T) 一 > 及 ，*X| 一 >x”， 其 中 

DT)={xEXIx’, x*eX, x(0)=x(m)==0) 
证 明 ，o(T) 不 紧 。 

(这 里 ; Xx’，x” 分 别 表示 Xx 关于 自 变量 {的 一 阶 和 二 阶 导数 》。 
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83 谱 映 射 定理 


本 节 进 一 步 研究 谱 和 预 解 集 的 一 些 重要 且 基 础 的 性 质 。 
3.1 定理 设 X 是 复 Banach 空 间 , T€ B(X, X)HÀA, u 


€o(T), WH 
(CI) 工 的 预 解 式 R, 满 足 Hilbert 关 系 或 预 解 方程 
R,— R, = (4— 4)R,Ra : (1) 
(I) RR, 与 任何 可 与 T 可 换 的 SE B(X, 2 X) 可 换 ; 
(H ) RiR,= RRi, (2) 


证 (I) H 5] 31.3, Ti 的 值 域 是 全 空间 X， 因 此 ,i = 
Ri， 这 里 1 是 X 中 的 恒 同 算 子 。 虽 然 也 有 1= RT., VA 
Ra- Ri= R,(T,R,) — (R,T,)R, 
=R,(T,—T,)R, 
=R T ~A1- (T -uD2R, 
= (p-À)R,Rı 
OD 由 假设 有 ST = TS， 因 此 ，ST, = TuS， 利 用 1= TiR， 
-RT RE 
RiS = RiSTAR, = R.T SR, = SR 
(H) #A=u, BARR =R Re Ritan, WHU), 


RAR 证 Rs Ra) = RiR,o 


现在 讨论 重要 的 席 映射 定理 , 它 实质 上 是 矩阵 理论 中 Ke- 
liy-Hamilton 定 理 在 无 限 维 空间 中 的 推广 。 

大 家 知道 ， 如 果 4 是 方 阵 A 的 一 个 特征 值 ， 则 Ax o, E 
得 4x = Mx， 于 是 
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A = A Ax = AAx = Ax 
继续 作 下 去 ， 则 对 于 每 一 个 正 整 数 m， 有 
A"x = Amx 
这 说 明 ， 如 果 4 是 方 阵 4 的 特征 值 ， 则 加 是 方 阵 &" 的 特征 伪 。 
—Bk, P(Ay=a A" +a, J LT ... +G EE: 
P(A) =0,A* +0, A+ +G 
药 特 征 值 。 
我 们 要 证 明 的 正 是 此 性 质 在 任意 维 的 复 Banach 空 间 中 列 
于 有 界线 性 算 子 仍 成 立 。 下 面 先 引入 一 个 记号 ， 
P(o(T)) 三 (EC C|, pu Aeo(7)) (3) 
亦 即 ，P(0(T)) 是 使 得 R=P(4) 的 全 体 复数 作成 的 集 合 ， 这 
里 4€E0(T)。 记 号 PL(P(T)) 亦 有 同样 意义 ,只 是 这 里 Ep(T)。 
8.2 ”关于 多 项 式 的 谱 映 射 定理 XÆ g Banachi f. 
TEB(X, Xy, B : 
P(Ay=a,2" ta AIt +, 


>= 


o(P(T)) = P(0(T)) (4 
JPEN, APPT) =0,T"+a, T+... + 的 谱 0(P(T)) 由 
在 了 的 谱 5(T) 中 取 值 的 多 项 式 忆 的 所 有 值 组 成 。 

证 ”由 定理 2.6( 了 ) 知 0(T)3e$。 若 t= 0 时 ， 结 论 成 立 。 
此 时 ，P(c(T)) = (e) =atP(T))。 当 ?之 0 时 ， 我 们 首先 证 
H o 
CI) o(P(T))CP(o(T)) 


简 记 $=P(T)，S,= P(T) - ul CEC )。 因 此 ,如 果 Sz: 存 在 ， 
BJ S7: 必 是 算 子 P(T) 的 预 解 算 子 。 保 持 k 固 定 ， 因 为 X 是 复 
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的 ， 多 项 式 S.(4) =P) 一 k 必 可 分 解 成 4 个 线性 项 之 积 - 

S,(A) =P(A) -p =a,(à-— BQ — By (A - 8.) (5) 
其 中 有 ,…,B 是 $, 的 零点 (当然 ， 依 赖 于 k 值 ;， 与 (5) 式 相对 
应 ， 有 
S, = P(T) -pl =a, (T - BD(T-B)...(T- B.) 
AAB Co(T)(i= 1, 2, n), M| -—4T - BAR AARD, 
由 引 理 1.3， 均 在 全 空间 X 有 定义 ， 因 此 S* 亦 具有 这 些 人 性 质 ， 
MU : 


Sr = 工人 -RD-IT- B,D (T - By": 


IER, EPT), ETARE, HET), WIER 
对 某 个 jp,Eo(T)。 因 为 PEa(P(T))， 则 上 芷 p(P(T))， 则 
由 前 证 ,至 少 有 某 个 i, 使 得 Si REET -8D 不 存在 ， 
KEET), NE, ORAH ` 
Sami,- (B) = P(B,) -p=0 
所 以 S 
n= P(8,y € P(o(T>> 
又 由 kEo(P(T)) 的 任意 人 性 ，(. 工 ) 得 证 。 
(I) 下 证 P(o(T)) 忆 oCP(T))， 这 内需 证 明 : 
a€ P(O (T), H, aCo(P(T (6) ` 
假设 ecEP(c(T))， 由 定义 ， 对 于 某 BEa(TJ)， 有 ac= PCB7。 
此 时 ， 有 两 种 情形 ，T - 有 hl 无 道 和 T — Bl 3, 
(A) T- 肥 无 送 。 因 Has POO, 则 APE) -“=0， 因 
此 ，B 蚌 多 项 式 
O SeA) = P(A) -a 
的 零点 。 显 然 ， 可 以 改写 成 
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So(4) = P(A) -a = (A — B)g(2) 
其 中 g(4) 表 示 w， 与 另外 "1 个 关于 的 线性 因子 的 溢 积 。 于 
是 ， 相 应 的 算 子 为 
S.=P(T)—-al= (T — Bhet) (7) 


由 于 g(T) 的 所 有 的 因子 都 与 7- BI 可 交换 ， 因 此 有 
Sa=8(T)(T - BD) | (8) 


MELEX, MORMORS 

I= (T - Blyg(T5S;'=S;'g(T)CT- Bl) 
HAT- 81 亦 有 逆 ， 与 假设 矛盾 。 所 以 ,对 于 这 个 c,P(T) 的 
预 解 式 Si! 不 存在 。 于 是 CEc(P(T)), X Has 取 的 任意 性 ， 


(6) 式 成 立 。 
(By T- OFE, 假设 对 于 BEe(T)， Ha- PCB) 并 且 (T- 
BOCHE, MBAR 
ÆT — BI) a= X I (9) 
因为 对 算 子 T px 使 用 第 三 章 有 界 送 定 再 1 7, 推 得 (T — Bly”' 
有 界 , 于 是 BEp(T)， SEED RRETA. 又 从 (7) 式 和 (9) 
式 ， 推 得 ` f — 
P (Sa) °X r : _— ` 10) 
这 说 明 cEa(P(T))， 因为 应 用 引 理 1 。 DFP), 由 aEp 
(P(T8 63 2(S)=X, 50048, .再 由 e 的 任意 性 ， 
ORR 
3.3 ”定理 在 线性 空间 XX 中 ， 线 性 算 子 T 的 不 同 转 征 值 
和 1，…, ,对 应 的 特征 向 量 x,，…*x, 组 成 线性 无 关 集 。 
证 假设 结论 不 成 立 ， {xX1,…sX,j} 线 性 相关 。o 令 加 是 可 以 
表 成 前 面向 量 线性 组 合 的 第 一 个 向 量 ， 即 
Xn = G,X, 士 … 十 Cn-iXm-1 (11) 
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并 且 {xi， … Xi 线性 无 关 。 用 算 子 工 一 AT 作用 (11) 式 两 边 ， 
得 到 


(T — Anl) Xn = ya (T — A.I) x. 


i=l 


由 于 x* 是 对 应 于 和 的 特征 向 量 ， 上 式 左 端 必 为 零 ， 然 而 ， 右 
端的 向 量 组 成 线性 无 关 集 ， 必 有 

a (À. Àn) = 0, [BA -ån 0 (=1) 2 有 一 1) 
所 以 a,= 0(i=1,2,… 了 2 一 1)， 代 入 (11) 式 ，Xxn = 0 矛盾 


习 题 


1。 假设 S，TeB(X，X)， 任 意 Mep(S) lp (T), 证明， 
RS) —R,(T)=R,;(S)(T —S)R,(T) 

2. 设 X 是 复 Banach 空 间 ， TeB(X, X), PE — 4 £ MA, 证 
明 ， 对 于 每 一 个 yeY， 方程 P(T)x=y (x, yeX) 有 唯一 解 x 当 且 仅 
当 对 于 所 有 heo(T), PAIE, 

3， 证 明 ， 定理 3.2 中 ， 下 是 复 空间 的 条 件 必 不 可 少 ， 

4. 证 明 ， 对 于 复 Banach 空 间 X 中 的 任意 算 子 Te B(X, X) ,总 有 

ro(aT)=|alre(T), toT) =T (T)} (keN) 
这 里 ro 表 谱 半径 、 . 

5. Banach 空 间 中 的 有 界线 性 算 子 T 称 为 是 赛 等 的 ， 如 果 T2: 一 T。 
证 明 。 如 果 T 头 0，T 头 1， 则 它 的 谱 为 0(T) 二 {0，1}。 

6. E, EM | 


T; = 


o vj- wjf- 
o vje j= 
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表示 种 等 算 子 T，R3 一 Ri， 这 里 B 是 R 中 的 一 组 正 交 规范 基 .直接 计算 
它 的 谱 c(T) ， 特 征 向 量 和 特征 空间 


S4 ”有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 性 质 


Hilbett 室 间 中 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 有 着 极 为 广泛 的 实 
际 应 用 :。 例 如 ， 具 有 对 称 核 的 线性 积分 方程 理论 ， 与 二 次 型 
有 关 的 一 系列 问题 等 等 ， 而 这 类 算 子 的 特征 值 问题 即 谱 理 论 
更 频 有 重要 位 置 。 这 里 ， 我 们 仅 作 简单 的 介绍 。 

大 家 知道 ， 有 界 自 伴 线性 算 子 T 可 以 没有 特征 值 (参看 本 
节 习 题 3 )， 但 是 ， 刀 果 人 有 特征 值 ， 则 有 下 述 定理 。 

4.1 定理 设 H 是 复 Hilbert 空 间 ,T; HHE A AAE 
线性 算 子 ， 则 

(1) T 的 所 有 特征 值 匙 奖 的 # 

(H) 对 应 于 T 的 不 同 特征 值 的 特征 向 Wk SE 此 正 交 
的 。 . 四 
证 (I) 设 4 是 T 的 任意 特征 值 ,x 是 相应 的 特征 向 量 ; 则 
x% 0 ,Tx= hx, 利 用 算 子 T 的 自 伴 性 ,得 到 

Alx, x> = (Ax, xX) = Tx, x) 

= (x, Txy = (x, Àxy = À (x, xY 
因为 (x，xy lixo A= À, BAR 33, 
COD 设 Xja 才 是 T 的 特征 值 , x 和 ?是 相应 的 特征 向 量 ， 
则 Tx = 4x，Ty = jy， 因 为 T 自 伴 , 由 ( 工 ),k 亦 实数 。 

Nx, y> = (x, yy= (TX, y> | 

f = (x, Tyy = Cx, uy) =X, y> 
ER, A*i, VEX, Y= 
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我 们 还 可 以 进一步 得 到 有 界 自 伴 线性 算 子 T 的 所 有 谱 值 
都 是 实 的 。 为 此 ， 先 讨论 T 的 预 解 集 p(T) 的 特征 。- 
4.2 定理 设 H 是 复 Hilbert 空 间 ，T，H->H 是 有 界 自 
伴 线性 算 子 ， 数 AEp(T) 当 且 仅 当 存 在 着 数 c>>0, 使 得 对 于 每 
一 个 xE 五 ， 成 立 着 
ITx||Z=el xl _ (1) 


证 如 果 4Ep(7)， BIR, = Ti, 于 一 存在 且 有 界 ,因为 


Riz 0 , fig ||R,ll =k ,k>0, H = RiTi, 于 是 对 于 每 一 个 xE 
H, # 

xl = R.T ixl < IRIT] = kT 
这 就 推 得 Tx 之 allx|， 这 里 a.= 1/Kk。 

反之， 假设 (1 ) 式 成 立 。 我 们 来 证 明 ， 

(A) Ti: H->T,(H ) 是 双 射 ， . 

(B) TH) =H, | 

(C) Ti(H) 是 H 中 的 闭 集 。 . - 
FE, HRZEARYEMI.7, Ti(H)=H, 并 且 R T7 
有 界 。 

(A) 我 们 必须 证 HB Tix Tix AEX =x, W JT, 
性 ， 又 由 (1) 式 ， 推 得 ` 

0= Tx; 一 了 xs = IT (x; ~ Xe) = e||x, — x,ll -< 
a>0， 因 此 |ix, - xsll = 0， 故 x: = 入， 又 由 x2， 加 的 任意 性 ， 
Tı H—>T H) ERS. | 

(B) kaL TH), Ms d T UH, 因 此 ， 对 于 所 有 的 
zC€H, # . . 

0= (Tx, X) = 《TX, X) ~ Ax, Xo) 
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TEHAT, WA 

(x, Tx,> = (Tx, x,>= (x, Ax) 
TOE Tx,= Ax. iiias ERTA, MARIREA 是 
T 的 特征 值 ,由 定理 4.1; 4= 24, 3EH Tx, — hxi=Tixz = 0, h 
(1) ,得 到 矛盾 ， 

0= ||T,x,||>=al|x,||>0 
ZE, z>0, 所 以 ， 必 有 Xo = 0, 因为 %o 是 任意 正 交 于 Ti(H) 
KHAR, TETH) = {0}。 由 第 四 章 定理 2.9, HA TTH) = 
H， 即 T,(H) 在 H 中 稠 。 

(C) 设 YE Ti(H) ， 则 由 第 二 章 定理 4.5(D)， 存 在 着 序 

列 {y,} ETH), y, —y, AAY, GTH), Ax, EH,y, = 
Tix,， 由 (1 ) 式 ， 


|x, = xnl < ETa, xƏ|| = yy 


因此 ，{x,j 是 Cauchy 序 列 ， 又 由 互 的 完备 性 ，{x.} 收 兽 ， 
zx 一 >z 但 是 ,是 连续 的 ， 亦 然 , 于 是 y。= Ti 一 >Tix。 
BEX T.x€T,(H) .再 由 极限 的 唯一 性 ;Tix=y， 于 是 ?GE 


T.(H), W tT, (H) CT,(H), AT DAHR. HCB), 推出 
TAH) = HH, 这 意味 着 R= 了 定义 在 全 空间 二 上 。 使 用 第 三 


章 有 界 间 定理 11.7， 或 直接 从 ( 1) 式 ， 痊 全 着 Ri=T7: 是 有 
界 的 ， 所 以 ; AEDT), 
. 4.3 ÆW ¿EH Hilberti], T, H—H 是 有 界 自 
伴 线 性 算 子 ， 则 谱 集 0(T) 是 实 的 。 

* 265 ° 


证 利用 定理 4.2， 如 果 我 们 能 证 明 任 何 的 4=E+iT(E， 
7 是 实数 )， 朋 10, 都 有 4EpP(T) 则 结论 0(T)CR 成 立 。 
对 于 每 一 个 0 夺 xE 蕊 ， 有 
《<TiX, xy = Tx, x= ÀA<x, x) 
HA, DRT ORE, TE 
Tx, xy = (Tx, xò ~ À (x, xy 
XE, A =£- im, 将 上 两 式 相 威 ， | 
 (Tux,xy= (T.x,xy= (A-A lx, x)= zinj ` 
上 式 左 端 应 是 - 2imTi x, xy, RAS 
— 2iIm (T ,x, xy = 2in||x]|? 
消去 公 因 式 ， 取 绝对 值 再 用 Schwarz 不 等 式 ， 推 得 
[n] ijl? = MPacTax， x>| <| T',x, > | 
<ITaxillixl 
用 |! xls RERA AeA 
In] |x||<!!T,xl[ 
M10380, HERA, AACO) Wi, 当 %4E0(T) 时 ; 
必须 n= 0， 则 XER。 
通过 前 面 的 讨论 知道， 有 界线 性 算 子 的 谱 集 必 是 梨 平 
面 C 中 的 紧 集 ， 因而 有 界 。 而 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 集 必然 
SEX L Kat, KAFEER, 
44 EE ET, H-—> Hj Hilberg rh ñ 8 38 
伴 线性 算 了 ， MARTIC, MICR, 这 里 
m= infCT%, x>，M =  sup<Tx, xy, (2) 


lx | =1 
证 由 定理 4。 3， 有 omDCR， ME, RE 证 明 EAX 
HA =M + c(sRm -c) 其 中 c 之 0 都 是 T 的 正则 值 即 可 。 
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对 二 每 一 个 x 失 0 和 &= jale, Mix=lxlu, TE 
(Tx, x) = lx? Tu, ww < Nxll? sup<Tu, uy 
: inpoi 


= (x, XM 
Kik, -<Tx, x)= —- (x, x>M, HSchwarz + 等 R, # 
着 | f 
IT x|||ix||Z ~ Tax, x= ~ (Tx, x>+AG, x> 
=(— M +A)<x, x) = cllxll? . 
由 假设 ， 这 里 c= 4- M>>0， 两 端 除 以 jxls0， 又 使 用 定理 
4.2， 荀 含 1Ep(T)。 当 14= mm- ce<m 时 。 可 以 进 行 类 似 的 证 
HH, 
4.5 定理 设 玉 和 T 均 与 定理 4， 4 同 ， Hf0), 则 由 (2) 
式 定 义 的 m 和 M 是 T 的 谱 值 。 
证 首先 证 明 MGo(T)。 由 谱 映 射 定理 3.2, HFT +k 
《kK 是 家 常数 ) 的 谱 可 以 从 T 的 谱 得 出 ， 并 是 | 
MCECo(T)<>M+kEo(T + kI) 
不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 0m<M, HAARET, 
M = sup<Tx, x> = TI 
由 上 确 界 的 定义 ， 存 在 着 序列 {x,} 使 得 
由 = 1, Tx, XD = M-0，0.>0，0, 一 ->0。 
BiT SiTi P= M。 但 是 TRH FRF, TE 
Tx, = Mx: = (Tx, -Mx,, Tx; = Mx.) | 
= |ITx,|*—- 2M<Tx,, x,> + M:lix,]|° 
M°: 2M(M — 6.) + M? | 
= 2Mó,——0 
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Wit, AFE E3a, E 
WT x l= Tx,- Mx, >a = alx, !] (lx. = 1) 

由 定理 4.2 说 明 4 = M 不 可 能 是 T 的 正则 值 ， 所 以 ,MEo(T)。 

至 于 4= m 的 情形 ， 可 进行 类 似 证 明 。 

从 线性 代数 中 ,大 家 知道 ,有 限 维 空间 中 线性 算 子 只 有 点 
谱 ， 连 续 谱 和 剩余 谱 都 是 空 集 6。 但 在 无 限 维 室 间 中 ,情况 要 
复杂 得 多 。 不 过 ， 复 Hilbert 空 间 中 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ,其 
剩余 谱 是 空 

4.6 定理 复 Hilbert 空 间 瓦 中 的 有 界 自 伴 线性 算 子 T， 
H>H, HARM, T) = ó, 

证 假设 结论 不 成 立 ，0.(T) 寺 $8。 令 4E0,(T)， 由 定 
X, THREE, E 其 定义 域 多 (Ti!) 不 在 HH 中 移 。 所 以 ， 


由 第 四 章 投影 定理 2.9, 存在 着 0 三 yEH, 目 yL ZT) BE, 

多 (Ti ) 是 算 子 T; 的 值 域 ， 因 此 、 对 于 所 有 的 xEH， 有 
<Tıx, y>= 0 

-由 于 4 是 实数 ，I 是 自 伴 算 子 ， 于 是 ， 得 Ə|<x, Tiy) = 0 对 所 

有 的 xE 甩 成立 。 特 别 ， 取 x= Tiy， 推 得 iTiy 由 = 0， 于 是 
Ty=Ty- y=0 

因为 y 志 0， 这 说 明 4 是 T 的 特征 值 ， 而 这 与 YE0.(T) 陡 盾 。 所 

以 ,0,《T) 声 $ 是 不 可 能 的 ，0,(7) = $, 


| 3 W 
1。 WT, [人 定义 成 =(1;) =Tx, x=(8;), n =4;8;, Fih 
{44} 是 R 中 的 有 界 序 列 ,a=infX;,b==suph;， 证 明 : AET 的 特征 值 ， 


在 什么 条 件 下 有 a(T) 一 Ca，b] . 
2。 利用 定理 4.2 证 明 上 题 中 算 子 T 的 谱 集 是 T 的 特征 值 集 的 闭 
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8. 

. 3， 证明: T, Lio, DLO, DENR y(t)=Tx(t) =tx(t), 
是 有 界 自 伴 线性 算 子 ,但 无 特征 值 ， 

4. 证 明 : 定理 4.5 中 ，me o(T). 

5。 证 明 (2)? 式 可 以 写成 


í; 

nf ‘<Tx, x> <Tx, x> 

o (T)C ma 2 . sup š 
X, X X, x> 


6. 证 明 : 具有 正 元 的 实 对 称 方 阵 A 一 (ii 有 正 特征 值 。 
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第 七 章 “Banach 空 间 微分 学 初步 


人 们 早 就 期 望 把 微 积分 学 中 的 基本 概念 和 方法 推广 到 无 
限 空间 中 去 。 正 如 大 家 所 看 到 的 函数 推广 成 一 般 的 映射 和 
算 子 ;连续 函 数 推广 成 一 般 的 连续 映射 或 连续 算 子 。 显 然 ， 
把 导数 、 微 分 的 概念 推广 到 抽象 空间 中 去 ， 更 有 重要 意义 ， 
其 实 ， 这 是 非 线 性 泛 函 分 析 的 基础 。 | 

弱 微 分 的 概念 首先 由 R.Gatcaux 于 1922 年 提出 。 它 是 数 
学 分 析 中 方向 导数 概念 和 变 分 法 中 弱 变 分 概念 的 推广 ， 其 特 
点 是 所 要 求 的 条 件 较 少 ,例如 不 必要 求 映 射 连续 , 巷 至 不 必要 
求 空间 是 赋 范 空间 。 因 此 ， 适 用 范围 很 广 。 特 别 ， 对 于 泛 函 
使 用 起 来 十 分 方便 。 

强 微分 的 概念 首先 为 法 国 数 学 家 M. Fréchet 于 1925 年 建 
立 起 来 ， 它 是 数学 分 析 中 全 微分 概念 和 变 分 法 中 强 变 分 概念 
的 推广 ， 是 应 用 最 多 的 一 种 微分 概念 。 由 于 它 定义 成 映射 的 
线性 主 部 ， 正 好 反映 了 非 线性 问题 线性 化 的 思想 。 


81 Gateaux 微 分 


在 微 积分 中 ， 沙 加 Rs->R 是 一 个 三 元 函数 ， 通 常 记 为 4 
= J(x,y,z), 3033818 


lim p 一 


0 一 0+ 
存在 ， 则 称 该 极限 为 1 在 点 (x。，Yo，zo) ERA WIAT = 
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(cosa, cosB, cosy} J È ñ] S 3k, CKD f(x. y, z), 


推广 这 个 概念 到 Banach 空 间 中 ， 有 下 述 定 义 
1.1 定义 设 X，Y 是 同 域 上 的 Banach 空 间 ， 已 知 映 入 
H, XY, Exo nEX， 落 极限 ° 
mf + t) 一 了 Xe) 


1.0 t 
存在 , 则 称 } 在 点 x 沿 1 方向 是 Gateaux 可 向 的 ， 记 此 极限 为 D 
(xa 和， 间作 1 的 Gateaux 微 分 简称 能 微分 。 
f(xo + tm) ~ f (Xo) 
t 


Dif(xo m) =lim - 叫 右 弱 微 分 。 


Diaa m) = lim FG t D — 0) E, 


RHD, f(xo; m) = Df(xo WMR, TA FEK AEN EY lB) Wo) S 
微分 。 

特别 ， 当 Y = Rbk, Hf: X-=R L 江 R ORKI tE), 
Gateaux 弱 微分 DJ(xs 中 又 叫 作 f 在 点 x 对 9 的 弱 变 分 

甚 实 ， EXA RACI ) 式 等 价 于 

limi feae + tm) ~ f(x0) ~ tDf(x.; Dy=0 (2) 


如 果 映 射 f 在 点 x。 CX 沿 每 个 方向 者 总 38 s 的 ， 即 弱 微 
DDE MERNEK, P ET E R Baal 8, 或 Gateaux 


本 章 采 用 有 关 文 献 和 其它 教科 书 中 通常 的 的 作法 : 不 再 严格 区 
分 映射 与 泛 诅 的 记号 ， 龙 其 是 非 线 性 映射 和 非 线 性 泛 削 的 记号 ， 一 般 
都 使 用 英文 小 写字 其 f，8，…* 
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Tw. 
对 于 任意 标量 c 关 0， 有 


Dj(x, oN) = lim jx + t(an)) — 1X0) 
1-0 t 


zlim Et CON -XI 
t0 at 
=aDf (Xa N) 
因此 ， 弱 微分 关于 ?是 齐 性 的 。 
如 果 ， 弱 微分 关于 m 还 是 可 加 的 ， 亦 即 
DÍ (xu; T, +N) = DÍ (x; n) + Df(x,s n.) 
则 必 有 
Dj(x; n) = CDI(X)IN 
其 中 Df(x.) ELX, Y), L(X, Y) = {T|r xy&t}。 这 时 ， 
DÍ xo; 1) 称 为 线性 弱 微分 ;线性 算 子 Df xo) 称 为 了 在 xo 处 的 
弱 导 算 子 。 如 果 Df(x。) 存 在 且 属 于 L(X，Y)， 则 称 DfCxo3h) 
为 1 在 xo 的 有 界线 性 弱 微 分 
1.2 ”定义 ”如 果 f，Q->Y 了 ,其 中 8EY，X 和 Y 都 是 Ban- 
ach 空 间 ， 在 Q 内 每 一 点 都 有 线性 弱 微 分 ， 则 Df(xX) 是 映 X € Q 
到 L(X，Y) 中 的 映射 ， 称 其 为 1 的 民 导 映射 (或 弱 导 算 子 )。 
区 分 上 述 情形 是 必要 的 。 
1.3 9 2 Ep (x) = ||x]l, 考虑 xo = 0, 六 为 
Dp Cx, P=D900, M= lim Le 
=lim Ln = Im 
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但 是 


了 -9(xo，m) = D.9(0, 1) = 1im 


t=>0- 


p0 +tn) -p(0) 
t 


stim M -inj 


t0 ~ 


xno, D.(0, MDO, m), ZRP) 在 Ax, = 0 处 
JEGâteaux a i, 
1.4 例 ZEEAAS: R:—R, 


f(x) iQ x= (És &,) = (0, 0)8Jj; 
x) = 1 2 - 
0 


9 当 x= (£, £,) = (0, 0) 时 。 
则 f 在 x。= (0，0) 处 弱 微 分 存在 。 因 为 ,对 于 m= (n, n), £ 


| NDN) _ 
Hm +i 0 ~ lim Wham 
= min =D | 
Tim f; n) 
对 于 任意 xs 拓 0， 


_ (an) an) _ ¿ nin _ D 
DICO aw = ton)ir Comp” tm = €D (0, m) 
说 明 ， 在 x = (0，0) 处 ， 1 的 弱 微 分 是 齐 性 的。 但 是 ， 对 于 
任意 n= Chs M) $s q= h, T)» 
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(m, +n) (n +?) _. 
(m. +N)? +m tM)? 


DÍ (O; y+ I) = 


A2 人 入 2 


= Df(0; M + DFO0; A), 
PEVA, DIO; MIRTE IMS. f 
1.5 f 设 映 时 f;R" 一 >R, 取 R" 的 基 为 E= {e,,… eY, 
其 中 ej; = (0,…,0，1，0，0)7= (6k)! (i= 1，2,，… sh)， 则 


x= (Ë, 6.) = 28e, 


因此 
Dfe) = ! lim {+e f(x) 


HOPE : “Ei i Š; tt — . Š,) 


=lim 一 其 Se ba 


=  (=1,2, en) 


在 此 特例 中 ,Gateaux 弱 微分 即 偏 导 数 ， 这 符合 方向 导数 
的 意义 ， 偏 导数 就 是 沿 各 坐标 轴 ( 基 ) 方 向 的 方向 导数 。 这 说 
明 ，Gateaux 微 分 是 方向 导数 概念 的 推广 。 
1.6 M 设 映射 如 RR, ZXR t 
fix) = Eim Ax = (Ë, Er) = (0, ORs 
0 ， X= (Š, £,) = (0, 0) 时 。 


对 于 任意 的 1= M, n) A 
N 
DJ(0, nj= CELH 


极限 仅 当 n= Cn, 0) 或 n= (0， n FE, EAE, 但 出 

人 鲍 1.5 知 ， 偏 导数 是 存在 的 。 说明 偏 导数 存在 仍 不 能 保证 

Gateaux 弱 微分 存在 ， 这 一 点 与 微 积分 不 同 。 | 
注意 ， 当 XX，Y 是 同 域 上 的 线性 空间 时 ,定义 1.1 仍 成 立 。 
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大 家 知道 ， 一 元 函数 微分 学 中 。 一 阶 导 数 定义 成 
f(x +h) ~ f(x) 
h 


f! (x) = tim: 
hk- 0 


再 一 阶 微分 定义 成 增 量 的 线性 主 部 ; 

f(x +h) — f(x) = f! (x)h + On) =ah + oh) . (h—0) 
现在 把 它们 推广 到 无 限 维 室 间 中 ， 例 如 献 范 空间 中 ， 就 得 
到 Fréehet 微 分 即 强 微分 的 概念 ， 这 也 是 应 用 最 多 的 微分 
ME. 

2.1 BX 没 XX 和 Y AEEA M ex 是 开 
E, fe 全 >Y 称 为 在 点 xyE28 是 强 可 微 的 ,或 Frechet 傣 义 下 
可 微 的 ， 如 果 存 在 着 有 界线 性 算 子 AE BC(X,Y)， WREX, 


x, +h € XJ, 

fx +h)—- f(x.) ~ Ah=o(x, h) (1) 
RE, (xa h)=0(NM), 2FBH 

lim L 0 (2) 


161 一 0 [e1 


此 时 ，df《x。,h) = Ah 称 为 1 在 Xo 处 的 强 微 分 , 记 为 df(x。o) = A, 
称 为 1 在 x, 处 的 导 算 子 。 有 时 按 习惯 , 亦 记 为 df (x。) = 了 (xo)。 

2.2 ”定义 ”如 果 f 在 8EX 内 每 一 点 都 可 微 ， 则 df (x) = 
f(x) 是 映 xE QSJB(X, 的 映射 称 为 的 导 映射 (或 导 算 
子 )。 

EE: REIR ! 定 义 在 QEX 上 ， EP (xo) 却 是 定义 在 整 
个 空间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 。 另 外 ， 即使 1(x) 与 f(x) 都 定义 
在 上， 它们 的 值 域 却 属 了 完全 不 同 的 空间 。, 

由 上 述 定 义 ， 可 推 得 一 些 简单 性 质 。 

2,3 简单 性 质 l 

(1) 求 导 运 算是 线性 运算 。 亦 即 ， 如 Rofan, Q—Y, 
均 在 xEQ 可 微 ，a，B 是 任意 常数 ， 则 

draf (x) + Bf,(x)) = adf , (x) + Baf, (x) 
这 里 ，QEX。 

因为 对 于 所 有 的 hEX， 车 有 df (x; h) = Aih, df (xs h)= 

Ah, A, A,CB(X, Y), MI ` 
dr(af,(x) + Bf, (x) = d(af, + Bf,3 (x) = < (oA, + BA, Jh ` 
© =QAh+BAh= ddf (x) + pdf, (xY 

(N) É Ë M0SSBKSREO, F, H TFERHEX, ` 
”都 有 f(x) = >oEY, 则 对 于 任何 XEX,: 都 有 djf( 切 三 O。 

BN, HFRARIEX, AACE, Y), 888 `` 
fex +h) ~ fx) —Ah=y;- Yy AS hy CU: 


则 
@(x, h=-Ah. 
TÆ, H sas z 
jocx, w| l- Ah} 
lim jaj = lim ihi = 


对 于 一 切 lh 一 0 成 立 ， 必 有 4A=0。 
(五) 有 界线 性 算 子 的 导 映 射 就 是 它 本 身 。 
注意 ， 前 面 的 讨论 与 微 积分 中 的 情形 极为 相似 ， 所 不 同 
者 ， 在 于 现在 的 空间 X 中 没有 坐标 ， 因 而 没有 偏 导 数 的 概念 ， 
(W) 8X, Y, ZÆ EE WL W Z= B), Bh jg; X->Y 在 
XE 处 强 可 微 ,1，Y 一 ->Z 在 y= g(x) 强 可 微 , 则 复合 映射 f.8; 
XZ，( 对 于 任意 x EX，(f.8) (Xx) = f(g(x))), 在 x 处 可 微 ， 
AC}. g) (x) = Cdf (yY). Cdg(x>2 
见 图 7-1。 


. 
- . ` Z XL it — 
一 一 Jd laso] 
图 7-1 
证 由 定义 2.1， 对 于 任意 的 EX 和 KkEY， 
g(x +h) — g(x) — (dg(x)3h=@o(x, h) = 0 
f(y +k) - (y) — (df (3k = 0(y, k) = 0(Ikil) | 
特别 取 K = Cdg(x) Jh +o(xyjh)， 因 为 dg (x) 是 有 界线 性 算 子 ， 
当 上 li->0 时 ， 推 得 ||#|->0， 另 一 方面 ， 又 因 为 df(y)? 是 有 界 
线性 算 子 ， 于 是 | | 
(f.g) (x +h) = f(g(x +h)) f 
= f(g(x) + (dg(x))h +@(x, h)) 
=j(y +k) f 
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= fO) + (df (yc + 0 G, k) 
= GQ g) (x) + Cf Gy 35 gtx) Ih 
+ (df )30(x, h) +08(X, k) 
ER, @(Xx,h)=0(H), Hiao, Bkl-0, 0y, k)=0 
Ciki, FR, IOo, h) t0, k) = odho 这 说 明 
复合 上 映射 jo-g 在 x 处 可 微 ， 闫 微分 就 是 Cd4 (3)I0Cdg (x)Jh。 
下 面 ， 讨 认同 种 柯 徽 性 以 及 蜗 射 连续 性 之 间 的 关系 。 … 
2.4 定理 映射 f/，0 一 >Y Ex EQ E. Fréchet 可 微 的 
充 要 条 件 是 ;在 x 处 连续 ， 并 有 森 线 性 得 泽 太 EL sa 
(1) 式 和 (2) 式 。 
证 - 必要 性 。 如 果 f 在 % 处 可 微 ， 由 定义 ， 必 有 算 子 AE 
L(X, Y), AR), 《2) 式 成 立 ， Wa Wasa 
续 即 订 a ` 
BORM OKIE, 育 N 
' fx th) = faala] PERI lleill + Joto ` 
使 用 (2) R, FA - 
lim 1006 +h) fC) = 0 


由 h 的 任意 性 ， 所 以 f 在 % 处 连续 。 | 

充分 性 。 如 果 f 在 x 连续 ， 并 且 存 在 线性 算 了 AELX， 
Y) 合 于 (1)，(2) 式 ，5 只 需 证 明太 有 界 即 可 。 ” 

由 连续 性 和 (2) 式 ， 必 有 6 之 0， 使 得 各 |<z， T-M 
B, #ima<l, HI 

f(xo +h)— f(x.) el, IIET h)|<1 

于 是 ， 使 用 (1 ) 式 ， 得 到 

Ah] =< 1 (x, +h — f(x) || + lo(x,, hy|=<2 
所 以 .| 
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2.5 定理 JEX CURTARA EIEE 
有 界线 性 弱 微 分 ， 并 且 极限 。 

lim lie -te ]- [ao] — 
关于 In- 1 是 - 致 的 — 

证 “必要 性 。 任 给 8>>0， 由 (2) 式 ， 存 在 > 0, |a, < 
6 时， 有 | | 

Jlə(x;;h | <elhkil ` 
对 于 lj = 1， 取 |t|<9， 利 用 (1) 式 得 到 


| frtth) 1) " [ej] | 


locx, fl lontho 
< H a < 


因为 6 与 hp 无 关 ， 所 以 COG + th) = f(x) 3/t09 一 致 极限 为 
EO ERE XE I W= Pa， b) RE 
xu 的 有 界线 性 弱 微分 。 
充分 性 。 任 给 >>0， 依 假设 ， 存在 与 |= ER> 
， 使 得 当 |t| <0 时 ， 着“ 


hein |<, 
wh, = th, *w|[h,|<ó6W8, St 
Wf (xo +h.) 一 Fx) 一 CDH (x) h < el €= ehi 
因为 Df(x0) 是 有 界线 性 算 子 ， 由 (1》，(2) 式 知 df (xo) 存 在 量 
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等 于 DJ(xo) 。 

2.6 推论 假设 有 界线 性 弱 导 映射 Df(x) 在 x, € hE 
续 ， 则 1 在 xs 处 强 可 微 。 

”证明 从 咯 ) . 

2.7 例 if, Ri-R， 对 于 x= (, E), 定义 1(x) s 
s£, + E12 , 又 设 h = (hi; h,)* ， 于 是 

f(xX+h) -= f(x) = (E, +h.) (Š, +h) + (E +h)? 

=- (6; + &,*) _ 
= Eh +Ë h, +28;h,+ (hih, tht) -' 


当 hl = hith ->0， 必 有 一 0 且 hs->0， 于 是 


hih, +h? hh,+h? 
lz! hi +h? 


—>o (iho) 


析 以 ，f 关 于 x 的 Fréchet 微 分 为 
df(x)h = ëh, + Š ,h, + 28,h, = (š, +28,)h, + š,h, 


_ h\ of of _ . 
= (£, +2Š,, SG.) = C rw = (vf)h 


显然 ，df (x) EL(R:，R) = B(R:，R)， 因 此 ,df(x) 属 于 R: 的 
HAZRO! = Ri 由， 于 是 


ato ÀE, £ ) = yf = gradf(x) 


这 说 明 , 在 有 限 维 空间 中 ， Ossa 
2.8 H 算 子 f R"-~R"， 表 成 坐标 形式 为 ， 
("n = fÉ, pp 
Nn = fn (Ëi? pp 
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其 中 ， x= (Ssn) ER ,Y= (mi Nn) ER”, 由 范 数 定 
义 知 ,f 在 x。 处 可 微 等 价 于 每 一 个 分 量 f， R"->~Ri(i=1,2,.…, 
m) 可 微 ， 此 时 必 有 


df, (x,) 
df(x,) = ( : | 
df,,(x,) 


又 由 多 元 范 数 微分 学 ， 对 于 每 一 个 ji。 多 元 函数 妨 的 全 微分 
df,(xo) 必 可 经 偏 导数 表 成 
_ Sfi) ... p f (a) 
Caf: (x) h = 3E, h, teet dE h, 


(i=1, *, m) 
这 里 ， h = (h,, .... h,), Kit, df (x) 就 表示 成 为 Jacobi 
矩阵， 


GAMER) ... df (xX,) 
, , aÈ, 


2.9 例 ZXZ, CO, DRX 


J (x) = f g(t)Yax(t) +bx2(t)3dt 


其 中 o，5 是 常数 ，8 为 已 知 连续 函数 。 如 果 b = 0, MU 是 有 界 
线性 泛 函 ， 由 性 质 2.3 (H), #8J' =J。 现 kbo, WHF 
任意 htfD)ECK0，1)， 有 | 
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Jx +h) — f(x) 


= | zGytatx(t) thO) +b[(x(t) +h(0J5)ds 
一 eee + bx° (t))dt 


8 (tD (ah (D) + bEoRCXO) RDA 


-| g(t)(a + 2bx(t)Jh(t)dt + | gb (dt . 


显然 ， .. ` ` ox . ` 


ji w 


0 BiP gbh (dt p b| | sehat | 
lho) max |h €t) | 


Jo | ( max jj si 人 ecp jdt 


< I “max Rey | 
- OSI 


= jbl Milkl—>0 alo) 
其 中 M = | |g(t) jdt 


于 是 ， 泛 函 ] 的 Fréchet 微 分 为 
FC)h = dh = ( cn ta doxtty Yh aB dt ` 


2.10 考虑 Hammerstein $ Fj; CCa, pyrCCa, by :十 
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XWo Txa) CC[(a, b), 
b 
JOD = | KE, Delr, x(D)dr 


其 中 Kt， T) 为 [aq，bDj x [a，bj 上 已 知 连 续 隆 数 ，8 为 已 知 高 
阶 可 微 函 数 ， 则 对 于 任意 h(t)€E CCa, b), € 


f(x+h)(t) = fx Ct, T)CECT, X) + hg. + hga + “dy 


=f(x(t)) + Ah + 0(lhl|) 
其 中 Fréchet 微 分 1 (x)h = Ah 是 


Ah = f” (x)h = | Ke T)8g-(T，X(T))PCT)GT 


2.11 我们 来 构造 一 个 非 .Fréchet 可 微 算 子 。 这 时 ,只 需 
要 不 存在 有 界线 性 算 子 4 满足 (1) 式 和 (2) RAH. A 
HH. if, R—R, x> |x | MEX = 0 处 ， 1 非 Frechet 可 微 。 
假如 结论 不 真 ，f 如 果 在 Xx。=0 处 可 微 ， 必 有 


COO+h) = 10) -Ahl | In| — AH 
0=lim [hl =m a 


只 有 Ah = 由 |， 然 而 ， 如 此 定义 的 A， h— Il 不 是 线性 算 
子 。 

下 面 举 例 说 明 ， 一 个 映射 /有 有 界线 性 的 Gaiteaux 微 分 ， 
但 是 却 得 不 到 是 Fréchet 可 微 的 。 

2.12 例 考虑 江 函 1/，R?->R! 如 下 ， 


f(x) = kus 二 ME x= (È, KENN 0); 
0 ` , WR x= (Š 6) = (0, Oy, 
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ib, 
Et + Es 


0)， h= Ch, h,), 则 有 
1 imf O t fC) 


t0 


因为 


<l. |， 故 1 在 点 (0，0) 处 连续 。 记 6 = (0， 


t'hèh, 
th, + th, + ht T Phi 
=lim --- 
4 一 0 t 
=h, +h, 


所 以 ，f 在 9 点 处 Gateaux 可 微 ， 并 且 具 有 有 界线 性 的 Giteaux 
微分 ， 

CDJ(0)3h=1f'(0)h=h, +h, 

下 证 f 在 6 处 非 Frtchet 可 微 ， 如 果 f 在 6 处 Frechet 可 微 , 则 
由 定理 2。5， 

Caf (0)Ih= (DJ(0))h=h +h, . 


于 是 ， 
0, h 0 +h 0) - dohR= iha 
@(0, h)=f(80 +h) -— f6) -— df(0) = Rr Th 
所 以 ， | 
olb, h) hih, 


[R| ht +hi) whiths 
Wh, =h}, 并 令 j 一 0+， 得 到 
hi 


„m lo, WI _ 1; i -1 
lim C AAA 


与 oO(0， h) =0 (hD FE. 
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与 初等 微 积分 一 样 ， 有 了 一 阶 微分 之 后 ， 我 们 可 以 定义 
赋 范 空间 中 算 子 的 二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 微分 ， 它 们 统称 为 高 
阶 微分 。 

首先 讨论 定义 在 乘积 空间 中 的 算 子 的 4 线性 有 界 概念 。 

3,1 定义 设 X 和 Y 是 赋 范 空间 , 算 子 f,1X xX x... x X 

4 个 

YRA n 线 性 有 界 算 子 ， 如 果 (I) f, (Xi xo “5 x,) 
对 于 每 一 个 变 元 Xx; (i= 1，2，…， n) 都 是 线性 的 ， (I) 
存在 常数 M， 使 得 

Ifa (Xo Xats Xa) ISM] le (1) 
对 于 所 有 的 x,EX (i=1, 2, =, A) 成 立 。. 

易 证 ， 按 照 通常 的 加 法 和 标量 乘法 ， 并 且 定 义 范 数 

= Sup, fs Go 5 | (2) 


x;1= 1Cí =12, 


MUJZ IK n 2 k £ S SKT f, 8 E. — 4 WA EA, ie S 

B(X x X x --.- x X, Y), 显然 ， 如 果 X 和 Y 是 Banach 空间 ， 则 
-= 

空间 B (X xXx- x X, Y) 也 是 Banach 空 间 。 


=£ 
s. 之 义 ” 设 X 和 Y 是 是 实 赋 范 空间 ， 则 可 用 归纳 法 定 
XAI XY Ani 微分 和 n 阶 导 映 娃 如 下 ,对 于 hjpa，… 
h, €X, 
d"jf(x;y hysop h.) SATIE hs hs) sh 
(3) 
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JPC = dfe); n=l, f(x)=df(x) (4) 

TE: 5—BLB2Y 2, SER SS BY SEBR ST T iB < 
区 别 ，n 阶 微分 d"f(x; hi, +, h.) 是 变 元 hl，…， h 的 n 线 
性 算 子 ， 但 它 未 必 是 n 线 性 有 界 算 子 。 如 果 d"f (xs h,, o°, 
志 ,) 是 hi，…，h, 的 n 线 性 有 界 算 子 ， 则 称 它 为 n 阶 有 界线 性 
微分 ， 表 成 

dof (xy hy <o, h.) = Cd"f (xX) (hi, s hy) (5) 
EFI) EB (XxX x... x 六 ， 了 )。 这 个 表示 滤 应 这 样 来 

"个 

理解 ，df(x) EB (X, Y), MEI € XX,-B(K, Y)), 
但 是 可 以 证 明 B8 (X, B(X, Y))5 B (XxX, Y) 是 等 距 
同 构 的 ， 所 以 ， 可 以 写 d?f(x) EB(X xX, Y), FH H AN 
读 知 d"f (x) EB (XxX x... xX, Y), 


NO 


"+ ` 
一 般 说 来 ， 即 使 4"J(x) 存 在 亦 得 不 ANER” C) 
FE. BE, WEKE, PIOR NECX h E, R 
Ea, IPLE, 3E RI G) = d"f(x)。 f 
3.3 ”定义 ” 设 X 和 Y 是 同 域 二 的 线性 空间 ， 映 射 f,X x 
X-_>Y 称 为 是 双 线 性 映射 ， 如 果 对 荆 任意 的 hh，kEX，Y 中 
有 元 1 (h, k) 与 之 对 应 ， 并 且 对 于 任意 *， y, ?EX 和 任何 


标量 c，8， 都 有 
flax+By, z)=af(x, y) +Bf(y, z) (6) 
f(x, ay-+ Bz) =inf (x, yy BiG, Sy: f (7) 
例如 :一 个 实 &xH 和 矩阵 A= (ai 就 决定 了 R” x R"-> 


及 的 一 个 双 线 性 蜂 射 〈 证 函 )， 对 于 任意 的 x, YER", x= 
(E,), y= (71;), wij 
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Ai Ait Og r m 


f 

fæ, yy =xAy"= (sS) |a Ma Al, 
| 
\ 


i i 
Oar Qai a : n, 
n 


= Y ' Š.a,mi 


< 
"1 


两 个 变量 的 实 连续 函数 给 出 了 一 个 双 线 性 映射 如 下 :f 
C(0, 11xC(0, 1J>R, XTERRA), yA) € C(0,13, 


` ifi 
fe, yy =| | KG, DxG)yCOdsdt 


其 中 K(s，t) 是 区 域 [ 0，1] x [0，1J 上 的 已 知 连续 浮 数 。 
定义 8.3 中 的 双 线性 映射 j。 如 果 还 满足 条 件 (x, y) = 
IO, x) 对 于 一 切 x，y EX 成 立 ， 则 称 f 为 XxX->Y 上 的 对 
称 双 线 性 映射 。 这 时 f (OREHI (h, h) 决定 。 因 为 对 
FERK, hEX， 有 
fih+k, h+k)=f(h, h) +f(h, k)+f(k, h) 
+f(k, k) | 
=f(h, h) +2f(h, k) J€, ky 
于 是 


fh, k) = 去 f+ H +Ë) fh, h) ~ fOe, k)) 


| (8) 
MEX, YES WE AN, QX, Wg f, QY 在 点 
Eee 一 阶 FrEchet 可 微 ， 则 dzf(x) 是 一 个 对 称 双 线 性 映射 ， 亦 
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即 ， 有 dz2f(x) (h, h,) = d°tf(x)(h,, h,), 

3.4 定理 (Taylor) 公式 、 没 X,Y 是 实 赋 范 空间 ,QEX 
EHDE, MA, Q +Y E x€ 9 处 次 Fréchet 有 界线 性 可 
微 ， 则 对 于 h EQ， 有 


f(x +h) = f(x) + df (x) h + Bd Oh + 


+n df Oh + oxsh) (9) 


其 中 
lim le, WI 


i-o RE 

注意 ， 这 里 已 经 使 用 了 nn 次 微分 关于 h, +, h, 的 对 称 
线性 性 。 

下 面 列举 几 个 计算 高 阶 微分 (主要 是 二 阶 微分 ) 的 例 
子 。 

3.5 例 上 节 例 2.7 中 ,f: R*—R, 对 于 x= (Š, $), 
f(x) = EE, + E,W df(x)h = (È, + 28,) h, +h, = VÍsh, 这 


里 h = (h, h)a 为 了 得 到 f 的 二 阶 微分 ， +h = (hu, h, )> 
而 将 h = (h,，h,) 固 定 。 于 是 
dfx, h, h) 
df (x + th,h) — df (x,h) 
t 


= 0 


=lim 
t— 0 


(C (Ë, + th, 12 t th )3Rh, + (Ë, + th, yh, } ~ 
CE 二 2 和 + Eh 2J 


=lim 


t—+ 0 
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~ ~ ~ ~ 21\/h, 
= (h,+ 2h) h +h h, = (h,, h,) 


1 0 / h, 
=hQh 
其 中 
- £ /2 1 h, 
h = h,, h, ° = h= 
€ > ° | 外 m) 
所 以 ， 
df (x, h, h) =hd:f(x)h = hQh 
因此 ， 
af o'f 
/2 1 3i 0661.06, 
d2f(x) = Q = [ = f 
1 0 f əf 
EA J 


将 上 述 结果 推广 ， 研 究 上 节 例 2.8 中 的 算 子 f。 R'>R", 
则 其 二 阶 Fréchet 微 分 可 以 表 成 


a af). 9 /af a (af 
S, |ë, J” 0E, EE wira k. 
a (on). 9 /of\. 9 (of 

| 65 \ 865 /| ó | dE) | GE, (s, 


这 里 ， 和 矩阵 中 的 偏 导 数 均 在 xo 处 算出 。 
3.6 例 考虑 上 节 例 2.9 中 定义 的 泛 函 J， 当 bs0 时 ,我 
们 有 二 阶 Fréchet 微 分 为 


dJ (x)h =J’ (Oh = [eca + 2bx(t)Jh(t)dt 
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现 固定 iD CC(0. 1]， 对 FEER) ECO, 13, #€ 


d2J (x) hh 
-lim 89 (x+h)h—dJ()h_ 
r 0 T 


1 i ~ 
| g(t) Ca + 2b (x(t) + th )3h(Ddt— | se 
=lim 2 _ t Ka + 2bx(t)Jh (t)dt 


x—> 0 T 


2bT | .sp hapa 
=lim -一 一 z 


= 2b| .ec hti (tdt 


8.7 例 我 们 定义 泛 函 J，Ls[e， 的 -> 民 为 J(U) = | ， f 


u(s)K(s, tu(tydtds, HPK (s, t) ERa, bJ x ca,b2) Ë 
CAES HA. NEXRHEAT A, La, bj-—L2r(a, bJ} 


(A(t) = | KK(s，D)u(s)ds。 因 为 [Ca，bJ 是 内 积 空间 ,其 
上 的 内 积 通 常 为 | | 
(f, e= | IOE, WI) = G, Au). 


于 是 ， 对 于 任意 的 EL[ca，b)， 有 
J(u +h) = <ü +h, Alu +h)y 
=J(u)+ (h, Au +<u, Ah>-+ Qh, Ah) (10) 
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根据 Taylor 公 式 (9)， 知 ?是 (10) 式 中 关于 的 二 次 项 的 
系数 ， 所 以 


J7(u) (h, h) = Qh, Ahy = ROK, th dds 
利用 (8) R, Aao 


Jo (h, k)=- (G, Ak) + (k, Ah) ` 
= (h, (A+ A*)Kk) 


` ; ` t 
这 里 ，A* 是 4 的 伴 算 子 ，(A*u) (1) = | xe, tu(s)ds, 如 


AE BES, MKO, sy=K(s, t), A= 4*， 则 
J'(u)(h, k)= (h, :ARY， 这 时 ， 人 (关于 KERREN 
R kB. 


| 291 。 


本 书 所 引 外 国人 名 译名 表 


Abel, N.H. 
Archimedes 
Banach, S. 
Bessel, F.W. 
Birkhoff, G.D. 
Bolzano, B. 
Bourbaki, N. 


Brouwer, L.E.J, 


Cartan, E.J. - 
Cauchy, A.L. 
Cheney, E,W. 
Cramer, G, 

De la Vallée 
De Morgan, A. 
Descartes, R, 
Dixmiex, I 
Enflo, P. 
Euclid 

Euler, L. 
Fejer, L. 
Fisher, R.A. 
Fourier, J.B.J. 
Fréchet, M. 
Fredholm, E.J. 
Gâteaux 


Gram 


° 292 ° 


ARZ (38) 


阿 基 米 德 ( 希 ) 
巴 拿 赤 (波兰) 
贝 塞 尔 〈 德 ) 

伯 克 霍 夫 
EREE GD 
布尔 巴 基 QE) 
布 劳 威 尔 

嘉 当 (法 ) 
RUB GE) 
DAE 

HR CRE) 
WEA (法 》 
WRR (Æ) 
和 卡尔 《法 ) 
迪克 斯 米 埃 克 斯 
BRF GRR) 
了 欧 几 里 得 〈 希 ) 
ki G+) 
费时 尔 〈 匈 ) 
REK 

付 里 叶 (法) 
RARE (法 ) 
弗 雷 德 年 姆 《瑞典 )》 
加 托 

格拉 姆 


1 -上 >. e =m 


Haat 

Hahn, H. 
Hamel . 
Hamilton, W.R. 
Hammerstein 
Helly, E. 
Hilbert, D. 
Jacobi, C.G.J. f 
Jo-dan, C. 
Kellogg 

Kelly | 
Kowalewski, G. . 
Kronecker, L, 
Lagrange, J.L. 
Laguerre, E.N. 
Lebesgue, H.L. 
Legendre, A.M. 


Lipschitz, R,O.S. 


Liouville, J. 
Minkowski, H. 
Newton, I. 
Parseval, M.A. 
Poincaré, H, 
Pythagoras 


Riemann, G.F.B. 


Riesz, F. 
Rodrigues, O. 
Schauder 
Schmidt, E. 


险 尔 

哈 思 

险 梅 尔 

RER 《爱尔兰 ) 
哈 坎 斯 坦 

赫 利 

希 尔 伯 特 〈 德 ) 
He GR) 
约 当 《法 ) 

凯 洛 格 

凯利 
利 瓦 列 斯 基 
EFRR E) 
拉 格 朗 日 (法 ) 
HER QE) 

8 DL GE) 

勒 让 德 〈 法 ) 

李 普 希 兹 〈 德 》 
XÆ GE) 
闵可夫 斯 基 〈 俄 ， 德 ) 
牛顿 《〈 英 ) 
HRE G) 
EME CE) 
毕 达 哥 拉 斯 〈 希 ) 
RE ( 德 ) 

RI ( 匈 ) 
FREE QR) 
肖 尔 

施 密 特 〈 德 ) 


。293。 


Schur, I. 

Schwarz, H.A, 
Stieltjes, T.J. 
Sturm, J.C.F. 
Taylor, B. 
Vandermonde, A.T. 
Volterra, V. 
Weiersirass, K. 
Young, W.H. 

Zorn 

ByHsKoBpcKuñ, B.A. 
I Tenmsbaur, H.M. 
CoóosreB, C.J, 
UeGnmeB, TI.JI, 


° 294 ° 


详 瓦 尔 兹 ( 德 》 
RRE E) 
”斯 图 姆 (瑞士 7 


3839) (36) 

范 德 蒙 

沃 尔 泰 拉 R) 
维尔 斯 特 拉 斯 〈 德 ) 
杨 格 

TE 
AEETANÆ (R) 
HRF GD 

索 伯 列 夫 〈 苏 ) 


308 CRY 


[General Inf ornati on] 


SS] =10097948 
DM] = 


Cauchy 


Ri enann- Sti el tj es 


M nkowki 


1 
2 H | der 
3 
4 Cauchy| 
5 
6 
7 
Banach 
1 
2 Banach 
3 
4 


H I bert 


Bessel 


Par seval 


4 e6 bi 4} eB 


Banach 


1 G teaux 


2 Fré chet 


3 


